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SECONDE  PARTIE. 

DE  L’ANALYSE  INDÉTERMINÊh 


i 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  réfolution  des  Equations  du  premier 
degré ^ qui  renferment  plus  d' une  inconnue. 


î 


I. 

1 

^fN  à vu  dans  la  première  Partie 
-Ji,  comment  une  quantité  inconnue 
fe  détermine  par  une  feule  équation , & 
comment  on  peut  déterminer  deux  incon- 
nues moyennant  deux  équations  , trois 
Tome  II,  A 
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inconnues  moyennant  trois  équations,  & 
ainii  de  fuite  j en  forte  qu’il  faut  toujours 
autant  d’équati#nS  qu’il  y a d’inconnues  à 
déterminer  , du  moins  quand  la  quellion 
elle-même  eft  déterminée. 

Lors  donc  que  la  quellion  ne  fournit  pas 
autant  d’équations  qu’on  ell  obligé  d’ad- 
mettre d’inconnues,  il  y en  a de  celles-ci 
qui  relient  indéterminées , & qui  dépendent 
de  notre  volonté  ; & cela  fait  qu’on  nomme 
ces  fortes  de  quellions  des  problèmes  in~ 
déterminés.  Ils  font  le  fujet  d’une  branche 
particulière  de  l’analyfe , ^ on  appelle  cette 
partie  Vanalyfe  indéterminée.  ^ 

2.  î • 

î 

Comme  dans  ces  cas  on  peut  prendre 
pour  une  , ou  pour  plulîeurs  inconnues , 
tels  nombres  qu’on  veut,  ils  admettent  auffi 
plulieurs  folutions. 

■'  Cependant , comme  d’un  autre  côté  on 
ajoute  ordinairement  la  condition  que  les  , 
•nombres  cherchés  doivent  être  des  nom- 
bres entiers  &;  même  polîtifs , ou  du  moins 
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des  nombres  rationnels , le  nombre  de 
toutes  les  folutions  poflibles  de  ces  quef- 
tions  fe  trouve  fort  borné  par-  là  de  forte 
que  fouvent  il  n’y  en  a que  très- peu  de 
poffibles  ; que  d’auftes  fois  il  y en  a une 
infinité , mais  qui  ne  fe  préfentent  pas  à l’ef- 
prit  facilement  ; que  quelquefois  enfin  il 
n’y  en  a aucune  de  poflible.  Il  arrive  par-là 
que  cette  partie  de  l’analyfe  demande  fou- 
vent  des  artifices  tout-à-fait  particuliers, 
& qu’elle  fert  beaucoup  à aiguifer  l’efprit 
des  Commençans  , & à leur  donner  de 
l’adreffe  dansMe  calcul. 

.3- 

Nous  commencerons  par  une  des  quef» 
tions  les  plus  faciles , en  cherchant  deux 
nombres  dont  la  fomme  faffe  i o;  Il  fera 
fuperflu  d’ajouter  que  jces  nombres  doivent 
être  entiers  & pofitifs.  * 
t.“  In.diquons-les  par  x 6c  y ; en  forte  qu’il 
faut  que  ;c-j-^=io  j on  trouve  jr=:io 
— y , où  y n’eft  déterminé  qu’en  tant  que 
cette  lettre  fignifie  un  nombre  entier  & 

Aij“ 


4 E L é M E N S " 

pofîtif.  On  pourroit , par  conféquent  lui 
fubiHtuer  tous  les  nombres  entiers  depuis 
I jufqu’à^rinfini  ; mais  remarquons  que  x 
doit  pareillement  être  un  nombre  pofitif , 
& il  s'enfuit  que  t#  peut  être  pris  plus 
grand  que  i o , puifqu’autrement  x devien- 
dfoit  négatif  j & fi  on  rejette  auffi  la  va- 
leur de  x==o , on  ne  peut  même  faire  ^ 
plus  grand  que  9.  Ainfi  ce  ne  font  que  les 
folutions  fuivantes  qui  ont  lieu. 

Siy=î,  2,  3-,  4,  5,  6,  7,  8,  9, 
on  a x=^,  8,  7,  6,  5,  4,  3,  2,  i. 

Or  les  quatre  dernieres  de  ces  neuf  fo- 
lutions étant  les  mêmes  que  les  quatre  pre- 
mières , il  eft  clair  que  la  queftion  n’admet 
âu  fond  que  cinq  folutions  différentes. 

Que  fi  l’on  demandoit  trois  nombres, 
dont  la  fomme  fût  10,  on  n’auroit  qu’à’par- 
tager  en  deux  parties  l’un  des  nombres  que 
nous  venons*de  trouver , & on  obtiendroit 
de  cette  maniéré  un  plus  grand  nombre 
de  folutions.  ' •- 


Digitiz^  by 


I>*  A L G E s R eI  f 

4* 

Comme  nous  n’appercevons-Ià  aucune 
dfficult? , nous  pafTerons  à des  queflions 
ui  peu  moins  faciles. 

Quejlion  première.  Il  s’a^t  de  partager 
en  deux  parties , dont  l’une  foit  divi- 
fi)le  par  2 , & dont  l’autre  foit  divifible 
p.r  3. 

Soit  l’une  des  parties  cherchées  = ix , 
à l’autre  =.-^y y il  faudra  que  ^x-\-^^y 
= 25  , & par  conféquent  que  ix—i^ 
— Si  l’on  divife  par  2 , on  a 
d’>ii  nous^  concluons  en  premier  lieu  que 
3^'  doit  être  moindre  que  25,0:  par  con|^ 
fquent^  plus  petit  que  8.  Qu’on  tire  de 
c<tte  valeur  de  x autant  d’entiers  qu’il  eft 
pcffible,  c’eft-à  dire  qu’on  divife  par  le  dé- 
nominateur 2,  on  aura  x=ii — 
d’<ù  il  fuit  que  1 — y , ou  bien^ — i , doit 
ête  divifible  par  2.  Ainfi  nous  ferons  y 
— (=2:5',  & nous  aurons  ^=2 {-|-i  , de 
fore  que  x=i  2 — 2:^ — i — {=i  i— Or 
p'ufque  J'  ne  fauroit  être  plus  grand  que  8 , 

A iij 
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l’on  ne  peut  non  plus  prendre  pour  c es 
nombres  qui  rendroient  plus  gratis 

que  8.  Par  conféquent  il  faut  que  foit  p us 
petit  que  4 , c’eft-à-dire  que  i ne  peut  êlre 
pris  plus  grand  que  3 , & de -là  réfultdnt 
les  folutions  qyi  fuivent  : 

I I 

T=3 

17=71 


Si  on  fait  ij'  = 0 

{=« 

T=2 

on  a ^ I 

7=3 

7=5 

& JC  I 

jc;=8 

^=5 

Donc  les  deux  parties  de  2 5 qu’on  ch»- 
clioit,  font;  I 

I.)  , II.)  i6-f-9  > III.)  5 1 

IV.)4+ii* 

• 5- 

Quejlion  fécondé.  Partager  1 00  en  deux 
parties  , telles  que  l’une  foit  divifible  |)ar 
7 , & l’autre  par  1 1 . 

Soit  donc  7 JC  la  première  partie  & 
la  fécondé , il  faudra  que  7JC+ 1 1^=1 00 
par  conféquent  que  j; — 
ou  que  x-=t^ — y -,  donc  il 


que  2 — 4j,  ou  j\y — 2 , foit  divifible  pi  7, 


17 

& 
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O fl  r ’on  peut  divifer  47—2  par  7,  on 
poirra  auffi  divifer  par  7 fa  moitié  ry — i j 
quon  fafle  donc  xy — 1=7{,  ou  ly—y:^ 

-j-i  , on  aura  j£t=14 — y — Mais'puif- 
qi2  , on  aura ^ 

& il  faudra  faire 

ou{— J cette  fuppofition  donne  y 
' =5;j;-|-K , & par  conféquent  on  peut  pren- 
dn  pour  it  tout  nombre  entier  qui  ne  rend 
ps  a:  ou  ^ négatifs.  Or  comme  jy'  devient 
=7« — 3 & — I iK , la  première  de 

ce  formules  indique  que  yu  doit  furpaffer 
3 & fuivant  la  fécondé  , 1 1 m doit  être 
mândre  que  19,  ou  moindre  que  3 
aifi  U ne  peut  pas  même  être  î=:2  ; & puif- 
qül  eft  impolfible  que  ce  nombre  foit  o , il 
fat  néceffairement  que  u—i  : c’eft  la  feule 
væur  que  cette  lettre  puifle  avoir.  Il  ré-  * ' 

fuie  de-là  que  x—H  , y— 4 ^ & que  les 
dex  parties  de  100  qu’on  cherchoit,  font  ' 

I.)  6,  & II.)  44. 


A iv 
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6. 


Quejllon  troifîeme.  Partager  loo  endwx 
partfes  , telles  qu’en  divifant  la  preraiire 
par  5 , il  refte  2 ; & qu’en  divifant  la  fé- 
condé par  7 , il  refte  4.  | 

. Puifque  la  première  partie,  divifée  >ar 
5 , lailTe  le  réfidu  2 , nous  fuppoferons  qu’<  lie 
fait  = 5jf-j-2,  & par  une  raifon  femblafte 
nous  ferons  la  fécondé  partie  =7j'-{-4. 
Nous  avons  par  conféquent  y-\-6 

= 100,  ou  5^=94— 7j=9o4-4—py 

at_4 


■ — ly  ; d’où  nous  tirons  x=.  1 8 — y — 

Il  s’enfuit  de -là  que  4 — ly  ^ ou  2^—44, 
ou  bien  la  moitié^  — 2 , doit  être  divifjle 
par  5.  Faifons,  par  cette  confidératic  n , 
y — 2 = 5:5',  ou  j'=5{-[^2,  nous  aunns 
x—\6 — 7{,-  d’où  nous  concluons  que  7{ 
doit  être  plus  petit  que  1 6 , & { plus  œtit 
que  y,  c’eft-à-dire  que  { ne  peut  furbaf- 
fer  2.  La  queftion  propofée  admet  par  œn- 
féquent  trois  folutions. 

I.  {—O  donne  x=zi6  & y=i , d’oi  ré- 
fultent  les  deux  parties  de  100  qu’on  t^er- 
choit,  8z-j-i8, 


I 
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II.  donne  x—^  Sz  y—j  ^ & les 
deux  parties  en  queftion  font  47 -[-5  3. 

III.  {=1  donne  x=.i  ôcy=Êi2,  & on 
a les  deux  parties 

7-  ' " 

Quejîion  quatrième.  Deux  Payfannes  ont 
enfemble  100  œufs;  l’une  dit  à l’autre: 
(^uand  je  compte  mes  œufs  par  huitaines  y 
il  y a un  furplus  de  y.  La  fécondé  répond  : 
Si  je  compte  les  miens  par  di:^aines , je  trouve 
le  même  furplus  de  y.  On  demande  com- 
bien chacune  avoir  d’oeufs  ^ , 

Comme  le  nombre  des  œufs  de  la  pre- 
mière Payfanne  , divifé  par  8 , laifle  le  ré- 
lidu  7 ; & que  le  nomlfre  des  œufs  de  la 
fécondé,  divifé  par  10,  donne  le  même 
réfîdu  7 , on  exprimera  le  premier  nom- 
, bre  par  8jf-|-7  , & le  fécond  par  loy-fy  ; 
de  cette  façon  8j:-|-ioj>'-j-r4^ioo , ou 
8x=86 — loy,  ou  4a:=43 — ç^c=:4o-f-3 
— 4y — y.  Par  conféquent  fi  l’on  fait^ — 3 
=4{,  de  forte  que  y—4i~f'^  , on  aura 
x=io — 4:^ — 3 — {=7  — d’où  il  fuit 
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que  doit  être  plus  petit  que  7 , & { .plus 
petit  que  2 , c’eft-à-dire  qu’on  n’aura  que 
les  deux  (Mutions  fuivantes. 

I.)  {z=o  donne  x—j , & ; ain(i  la 

première  Payfanne  avoit  63  œufs,  & la 
fécondé  en  avoit  37. 

IL)  {—I  donne  2 , & y =7  ; donc 
la  première  Payfanne  avoit  23  œufs,  & 
la  fécondé  en  avoit  77. 

8. 

Qlufiion  cinquième.  Wne  troupe  d’hom- 
mes & de  femmes  a dépenfé  dans  une  au- 
berge 1000  fous.  Les  hommes  ont  payé 
19  fous  chacun,  & les  femmes  13.  Com- 
bien y avoit-il  d’hommes  & de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  =x , & 
celui  des  femmes  =.y  , on  aura  l’équation 
1 9^-j- 1 3jyzr=  1000.  Donc  13^^—1000 
— I9;c=9i€8-|-i  2 — i-^x — 6x , & ^ = 76 
— d’où  il  fuit  que  12 — 6x,  ou 
6x — 12  , ou  auffi  X — 2 y.  la  (îxieme  partie 
de  ce  nombre,  doit  être  divifible  par  13. 
Qu’on  falTe  donc  x — 2=1 3{,  on  aura  x 
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t=i3:^-{-2  , & ^=^=76 — 13{ — 1- — 61 , OU 

Y =74  — 19{  j ce  qui  fait  voir  que  doit 
^ être  moindre  que  ^ , & par  conféquent 
moindre  que  4 de  forte  que  les  quatre 
folutipns  fuivantes  peuvent  avoir  lieu. 

I. )  {=0  donne  xz=zx  & ^'=74.  Dans 

ce  cas  il  y a voit  deux  homfties  & foixante 
& quatorze  femmes  j ceux-là  ont  payé  38 
fous,  & celles-ci  962  fous.  s, 

II. )  {=!  donne  le  nombre  des  hommes 
x=i  ÿ,  & celui  des  femmes  j=  5 5 ; ceux- 
là  ont  dépenfé  285  fous,  & celles-ci  715 
fous. 

III. )  ;j=2  donne  le  nombre  des  hom- 
mes , & celui  des  femipesy':::::=:36  j 

donc  ceux  - là  ont  dépenfé  532  fous , & 
celles-ci  468  fous. 

IV. )  {=3  donne  x=4i  , & y=:i7j 
ainfi  les  hommes  ont  dépenfé  779  fous, 
& les  femmes  ont  dépenfé  2 2 1 fous. 

t 

9- 

Quejlion  fixieme.  Un  Fermier  acheté  à 
la  fois  des  chevaux  & des  boeufs  pour  la 
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fomme  de  1770  écus  j il  paye  3 1 écus  pour 
chaque  cheval  , & 21  écus  pour  chaque 
bœuf.  Combien  a-t-il  acheté  de  chevaux 
& de  bœufs  } 

Soit  le  nombre  des  chevaux  , & 
celui  des  bœufs  =y  ,•  il  faudra  que  31  a: 
-|-2iy~i770i,  ou  que  2ijy=i770 — 31JC 
=ij64-^6 — 2 IA- — ioa:,  c’eft-à-dire  que 
y=S4 — Donc  il  faut  qu’on 
puiffe  divifer  ioa  — 6,  & auffi  la  moitié 
5 AT — 3 , par  21.  Qu’on  fuppofe  diÿic  5; a: 

— 3 = 21*^ , on  aura  5a-=2i^-|-3  , & y 

devient  =84 — x — Or,  puifque  x 
^*1^3  — [\  faudra  faire  encore 

cette  fuppohtion  donne  {=5« 
• — 3 , X=21U 12,  & y^^4 — 2Itt-j-I2 

— I or^-[-6=: 1 02 — 3 lu  i & il  fuit  de-là  que 
U doit  être  plus  grand  que  o , & cependant 
plus  petit  que  4 , ce  qui  fournit  les  trois 
folutions  qui  fuivent  : 

I.)  u=i  donne  le  nombre  des  chevaux 
at=9,  & celui  des  bœufsy^=7i  ; donc 
les  premiers  ont  coûté  279  écus,  & les 
derniers  1491  écusj  en  tout  1770  écus. 
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IL)  u—^  donne  x=3o  &j)^=40  j ainfi 
les  chevaux  ont  coûté  930  écus , & les 
bœufs  ont  coûté  840  écus , ce  qui  fait  en- 
femble  1770  écus. 

III.)  donne  le  nombre  des  chevaux 
x=^  I , & celui  des  bœufs  y =9  ; ceux- 
là  ont  coûté  1581  écus,  & ceux-ci  189 
cçusj  cela  fait  enfembü  1770  écus. 

10. 

• , 

Les  queftions  que  nous  avons  confidé- 
rées  jufqu’à  préfent,  conduifent  toutes  à 
une  équation  de  la  forme  ax-\-by=c^  où  . 

c lignifient  ctes  nombres  entiers  & 
pofitifs , & où  l’on  demande  pour  x Sc  y 
pareillement  des  nombres  entiers  pofitifs. 
Or  fi  ^ efl;  négatif,  & que  l’équation  ait 
la  forme  ax=iby-^c  ^ on  a des  quefiions 
d’une  toute  autre  efpece , & qui  admettent 
une  infinité  de  folutions  : nous  allons  en 
traiter  auffi , avant  que  de  finir  ce  Cha- 
pitre. 

Les  plus  fimples  de  ces  quefiions  font 
de  la  nature  de  celle-ci:  on  cherche" deux 
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nombres , dont  la  différence  foit  6.  Si  l’on 
fait  ici  le  plus  petit  nombre  =jc,  & le 
plus  grand  =:y , il  faudra  que  y — x=.6  , 
& quejy=6-|-x.  Or  rien  n’empêche  main- 
tenant de  fubftituer  au  lieu  de  x tous  les 
nombres  entiers  poffibles , & quelque  nom- 
bre que  l’on  adopte , y fera  toujours  de  6 
plus  grand.  Qu’offfaffe,  par  exemple,  a: 
= ioo,  on  aura^=io6  ; il  eft  donc  clair 
qu’une  infinité  de  folutions  peuvent  avoir 
lieu.  * 

II. 

Viennent  enfuite  l«s  queftions  où  c=o, 
c’eft-à-dire  où  ax  doit  Amplement  équi- 
valoir à by.  Qu’on  cherche , par  exemple , 
un  nombre  qui  foit  divifible  tant  par  5 que 
par  7 ; fi  on  écrit  N pour  ce  nombre , 011 
aura  d’abord  N—^x,  puifqu’il  faut  pou- 
voir divifer  N par  5 ; enfuite  on  aura  auffi 
JN=z’jy , parce  que  le  même  nombre  doit 
être  divifible  par  7 ; on  aura  , par  con- 
féquent  ^x=:yy  & a:=^.  Orcomme7 
ne  peut  fe  divifer  par  5 , il  faut  que  foit 
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divifîble  par  5 j qu’on  faffe  doncjy=5{, 
on  aura  x — de  forte  que  le  nombre 
cherché  N=.  3 5 { ; & comme  on  peut 
prendre  pour  { un  nombre  entier  quelcon- 
que , on  voit  qu’on  peut  affigner  pour  N 
un  nombre  infini  de  valeurs  ; telles  font  : 

35 , 70,  105 , 140,  175  , 910,  &c. 

Si  on  vouloir,  outre  la  condition  fup- 
pofée  , que  le  nombre  N fût  auffi  divifible 
par  9,  on  auroit  d’abord  & on 

feroit  de  plus  Nx=t()ii.  De  cette  maniéré 
35;j'=9w,  & & il  eft  clair  qu’il 

faut  que  { foit  divifible  par  9.  Soit  donc 
^ = 9/,-  on  aura  ^=.35/,  & le  nombre 
cherché  A^=  3 1 

12. 

La  difirculté  eft  plus  grande  , lorfque  c 
n’efl;  pas  o ; par  exemple , Ibrfqu’il  faut  que 
.5a:=7j-}-3  , équati^  à laquelle  .on  par- 
vient, en  cherchant  un  nombre  iS^tel  qu’on 
puiffe  le  ’divifer  par  5 , & que  fi  on  le  di- 
vife  par  7’,  on  obtienne  le’réfidu  3 j car 
il  faut  alors  que  Nz=z<^x^  & aufli  que-iV 
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I 

=ZX4”3  » d’où  réfulte  l’équation  ^xzzzjy 
•-j-3  , & par  conléquent  = 

Qu’on  faffe  on 

aura  xz=y-^-:^-y  or  à caufe  de  2jy+3=5;|^, 
ou  de  2j'=5^ — 3 , on  3. yzzz^^p  ouy=.z:[ 
+^“r  • Q u’on  fuppofe  donc  encore  — 3 
=ziu,  on  aura  ;j'=2k-|-3  , Sii.  y—<^u-\-6  ^ 
& x—y-\-:^-=.'ju-\-^.  Donc  le  nombre 
cherché  N=.‘^<^u-\-4^ , où  on  peut  fubf- 
tituer  au  lieu*  de  u non- feulement  tous  les 
nombres  entiers  pohtifs , mais  auffi  des 
nombres  négatifs  j car,  comme  il  fuffit  que 
devienne  pofitif,  on  peut  faire  u=. — i , 
ce  qui  rend  iV=  I O.  On  obtient  les  autres 
valeurs , en  ajoutant  continuellement  35, 
c’eft-à-dire  que  les  nombres  cherchés  font 
10,  45,  80,  115,  150,  185,  220,  &c, 

• 13- 

Les  folutions  de  ^s  fortes  de  queftions 
dépendent  du  rapport  des  deux  nombres 
par  lefquels  il  s’agit  de  divifer  j c’eft-à- 
dire  qu’elles  deviennent  plus  oü  moins  lon- 
gues, fuivant  la  nature  de  ces  divifeurs. 

La 


» 
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Laqueftion  fuivame,  par  exemple,  admet 
une  folution  très-courte  : On  cherche  un 
nombre  qui,  dn'ifé  par  6 , lalffe  le  réfidu  1 } 
& qui,  divifé  par  1 3 , donne  3 de  réfidu. 

Soit  N ce  nombre  : il  faut  d’abord  que 
N=6x-\-%  y & après  cela  que  N=\-^y 
+ 3i  par  conféquent  6x-|-2=i  3y-|-3  , 
& 6x=i^y-\-i  , & = 

Qu’on  fàffe  y-\- 1 —6^ , on  aura  — i , 

& x=iy~^:^—i-^^ — 2;  d’où  il  fuit  que 
le  nombre  cherché  A^=78{ — 10.  Donc 
la  queftion  admet  les  valeurs  fuivantes; 
68,  146,  224,  301,  380,  &c.  qui  for- 
ment une  progreflion  arithmétique , dont 
la  différence  eft  78r==6.i3.  11  fuffit,  par 
conféquent , de  connoître  une  feule  de  ces 
valeurs  pour  trouver  facilement  toutes  les 
autres  ; on  n’a  qu’à  ajouter  conftamment 
78 , & foLiftraire  ce  nombre  aufli  long- 
temps que  cela  eft  poflible. 

14. 

La  queftion  fuivante  fournit  un  exemple 
d’une  folution  plus  longue  & plus  pénible. 
Tome  IJ,  B 
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Quejîion  huitième.  Trouver  un  nombre 
N qui,  étant  divifé  par  39  , donne  le  ré- 
fîdu  16,  & tel  auffi  que  fl  ôn  le  divife  par 
56,  on  trouve  le  rélldu  27. 

Il  faut  en  premier  lieu  que  , 

& en  fécond  lieu  que  N=.<ÿ6q-\-ij  j ainft 

, ou  39/c=ç6^4-ii, 
en  ex- 


primant par  r la  frafHon Ainfi  39r 


:.7î-h..,&y=S2;^'  = 2.+  ^=xr 
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-j-/y  de  façon  que  ^ ou  17  f—^r 

— Il  , d’où  proviént  r=î^‘  = 3/+*^‘  . 
= 3/-j-^y  de  maniéré  que  r=^fp^,ou5£ 
=;2/-|-i  I , d’où  l’on  tire  yi=^^=2/-i-^* 
=zit~]-u,  en  faifant  r=2w-f  i i. 

Or  n’y  ayant  maintenant  plus  de  frafHons  , 
on  peut  prendre  u à volonté  , & on  n’aura 
plus  qu’à  pafTer , en  rétrogradant , par  les 
déterminations  fuivantes  : 

t=XU~\~l  I , 

f=zit-^u  = 5W+  22, 

* r=3/+£  =i7££+  77, 

q~xr-\-f  =394/-|-i76, 

P=  9+''  =5^«-f^53> 
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^âlqebre, 

enfin  On  trouvera 

la  plus  petite  valeur  pofiible  de  N,  en 
faifant  u-=z  ^ j dans  cette  fuppofition  on 
^ -A^— 1147.  Que  fi  l’on  fait  u=zx — 4, 
on  trouve  1 84:^-873^+5883  , ou 
-A^— 2i84;c+i  147.  Ces  nombres  forment 
par  conféquent  une  progrefiion  arithmé- 
tique , dont  le  premier  terme  efi:  i 1 47 
&■  dont  la  différence  efi:  2184;  en  voici 
quelques  termes  : 

*M7,  3331,  5515  J 7699.  9883,  &c. 

15.  - 

Ajoutons  encore  quelques  autres  quef- 
tions , fur  lefquclles  on  puiffe  s’exercer. 

^ Quejlion  neuvième.  Une  compagnie 
d’hommes  & de.  femmes  (è  trouvent  à un 
pique-nique  ; chaque  homme  dépenfe  2 5 1. 
& chaque  femme  dépenfe  1 6 liv.  & fi  fe 
trouve  que  toutes  les  femmes  enfemble  ont 
payé  1 liv.  de  plus  que  les  hommes.  Com- 
bien y avoit  il  d’hommes  & de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  femmes  celui 
des  hommes  z=^q  ; les  femmes  auront  dé- 
fi ij 
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penfé  i6p  ^ & les  hommes  25^;  ainfi  i6p 
= MÎ+.  , & 

IS^ous  venons  de  faire  , ainfi  9 y 

= .6,-.  , & ^ = 

Puis  donc  que  y'=^‘ , ou  ^f—yr — i , 
nous'avôns  /'=^^z==/-|-^‘==y+/,-  c’eft- 
à-dire  que  ou  ; ainfi 

^3r-|-w , en  faifant  u 
ou  iu=t — I,  de  forte  que 
Nous  aurons  par  conféquent  en  rétrcH 
gradant ; 

/=3/-j-  "=  7“+  3» 

/■z=  f-\-  t~  9^^-j-  4> 

'■+  7> 

ainfi  le  nombre  des  femmes  étoit  ijK-j-i  i ^ 
& celui  des  hommes  étoit  i6u-\-y  ; & on 
peut  fubfiituer  dans  ces  formulés , au  lieu 
de  ü,  tels  nombres  entiers  qu’on  veut.  Les 
réfuitats  les  plus  petits  font  par  conféquent 
ceux  qui  fuiveni: 
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Nombre  des  femmes  : = 1 1 , 3 6, 6 1 , 8é,  1 1 1 , &c. 

— des  hommes;  = 7>ï^3ï390  5» 

Suivant  la  première  folution  , ou  celle  qui 
renferme  les  plus  petits  nombres , les  fem- 
mes ont  dépenfé  176  liv.  & les  hommes 
175  livres , c’eft-à-dire  une  livre  de  moins 
que  les  femmes. 

16. 

Quejîion  dixième.  Quelqu’un  acheté  des 
chevaux  & des  bœufs  j il  paye  31  écus 
par  cheval , & 20  écus  pour  chaque  bœuf, 

6 il  fe  trouve  que  les  bœufs  lui  ont  coûté 

7 écus  de  plus  que  ne  lui  ont  coûté  les 
chevaux  : combien  cet  homme  a-t-il  acheté 
de  bœufs  & de  chevaux  ? 

Suppofons  que p foit  le  nombre  des  bœufs 
& q celui  des  chevaux , il  faudra  que  lop 

= 5.î+7,  = = ï 

de  cette  maniéré  nous  avons  20  r 
=.  .y+7,  & j=ïï^’  = r+M=r+y;- 
ainfi  ii/=9r— 7,  & 

c’eil-à-dire  que  9r=2/-|-7,  & f 
— — , moyennant 

B iij 


m 
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quoi  iu=.t — 7,  & /=2f^-j“7.  Par  con- 
féqueat 

9^^+i8, 

r=/+r  =11^^4-3  5» 

/•-]-/— iOi/-|-63,nomb.  des  chevaux, 
p=L  ÿ-|-rz=3  lü-j-^S  , nombre  des  bœufs. 
Donc  les  plus  petites  valeurs  pofitives  de 
P &c  àe  q fe  trouvent  en  faifant  u= — 3 ; 
celles  qui  font  plus  grandes  fe  fuivent  en 
progreffion  arithmétique  de  la  maniéré 
qu’on  va  voir: 

Nombre  des)  _ , ^ o ^ o, 

bœufs  , 5,36,67,98,129,160,191,222,253  , &c. 

Nombre  des}  _ ^ o /■ 

chevaux  ,1  î- 3.^3543.63,  83,103,123,143,163,  &c. 

17- 

Si  on  conhdere  comment  , dans  cet 
exemple , les  lettres  /j  & y fe  déterminent 
par  les  lettres  fuivantes , on  remarquera  fa- 
cilement que  cette  détermination  dépend 
du  rapport  des  nombres  3 1 & 20 , & en 
particulier  du  rapport  qu’on  découvre  en 
• cherchant  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  ces  deux  nombres.  En  effet , fi  on  fait 
cette  opération 
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20  31  I 
20 

1 I 20  I 
II 

9 1 1 I 

9 

294 

1.22 

2 

0, 

îl  eft  clair  que  les  quotients  qu’on  obtient 
fe  retrouvent  dans  la  détermination  fuccef- 
fîve  des  lettres  y,  r,f,  &c.  & qu’ils 
font  liés  avec  la  première  lettre  à droite  , 
pendant  que  la  derniere  refte  toujours  ifo- 
lée } on  voit  de  plus  que  ce  n’eft  que  dans 
la  cinquième  & derniere  équation  que  fe 
préfente  le  nombre  7 , & qu’il  eft  affefté 
du  ligne  -j-  , parce  que  le  nombre  de 
cette  équation  eft  impair  ; car  fi  ce  nom- 
bre avoit  été  pair , on  auroit  trouvé  — 7. 
Ce  que  nous  difons  deviendra  encore  plus 
clair  par.  la  table  fiiivante,  dans  laquelle 
on  verra  d’abord  la  décompofition  des 

B iv 
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' nombres  31  & 20 , & puis  la  détermina- 
tion des  lettres  /> , ^ , &c. 

3 iz=i.2o-j-i  I p=i.q-^r 
20=1. ii-|-  9 i.r-j-/ 

11=1  . 9-|-  2 

9— 4-i+i  f=A‘t-\-u 

2=2  . I-j-  O /=2.«-j-7. 

' 18. 

On  peut  repréfenter  de  la  même  maniéré  ' 
l’exemple  précédent  de  l’article  1 4. 
56—1.39+17  p=\.q-\-r 

39=2.17+  5 ^=2.r+/ 

17=3-5+^  '■=3/+« 

5=2.2+  I 

' 2=2.1+  O r=2.ù+ii. 

19. 

Nous  fommes  donc  en  état  de  réfoudre 
de  la  même  maniéré  toutes  les  queftions 
de  cette  efpece. 

En  effet , foit  donnée  l’équation  hp~aq 
+ n,  où  a,  ^ lignifient  des  nombres 
connus.  Il  ne  s’agira  ici  que  de  procéder 
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comme  fi  on  cherchoit  le  plus  grand  com- 
mun divifeur  des  nombres  a & on  pourra 
auffi-tôt  déterminer  p àc  q par  les  lettres 
fuivantes , comme  on  va  voir  ; 

Soit  a=Ab-\-c  0ï\dMtdip—Aq~\-r 
bz=Bc-\-d  qz=Br-\-f 

c=Cd-^e  r^=.Cf-^t 

d=De]-f  f=Dt\-u 

t=zzEu\-v 

f—Fg-\-o,  u=Fv+n. 

On  fera  feulement  attention  encore,  que 
dans  la  derniere  équation  il  faut  donner  à n 
le  figne  quand  le  nombre  des  équations 
eft  impair  ; & qu’au  contraire  il  faut  prendre 
— n,  lorfque  ce  nombre  eft  pair.  Et  voilà 
donc  comment  on  peut  réfoudre  avec  aflez 
de  promptitude  les  queftions  dont  nous  nous 
occupons  dans  ce  Chapitre  : nous  en  don- 
nerons quelques  exemples. 

• 20. 

Qiiefiion  oniieme^  On  cherche  un  nom- 
bre qui , étant  divifé  par  1 1 , donne  le  ré- 
fidu.  3 , & qui  étant  divifé  par  1 9 , donne 
le  réfidu  5. 
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Soit  JV  ce  nombre  cherché  : il  faudra 
d’abord  que  N=iip-^-^  , & en  fécond 
lieu  que  Donc 

•-f*  2 , équation  qui  fournit  la  table  fuivante  ; 

I i = i . 8-[-3  r-\-f 

8:^^2  . 3~)~2 

3 = 1 . 2-|-I  f=.  t^u 

2=:2  . I-j-O  rz:=2«-j-2, 

ou  1 on  peut  donner  à u telle  valeur  qu’on 
veut,  & déterminer  par-là  fucceflivement, 
en  rétrogradant , les  lettres  précédentes* 
On  aura , 

t =2«-|-2 

f=  t-\-U=  3K-f  2 

q~  r-\-f=iiu\^  8 
p=z  ^-[-r=i9K-î-M; 
de-Ià  réfulte  le  nombre  cherché  N=xo^u 
4~i  57>  donc  le  plus  petit  nombre  qui  puilTe 
exprimer  iV,  ou  fatisfaire  à la  queftion  , 
eft  157. 


Digitized  by  Google 


d' A L G E B R E,  Î7 
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21. 

Quejîion  dou:^ieme.  Trouver  un  nombre 
iV  tel  qu’en  le  divifant  par  1 1 , il  refte  3 , 
& qu’en  le  divifant  par  1 9 , il  refte  5 ; & , 
de  plus , que  fi  on  divife  ce  nombre  par 
29,  on  obtienne  le  réfidu  10. 

La  derniere  condition  exige  que  Nz=z^p 
& comme  on  a déjà  fait  le  calcul 
pour  les  deux  autres , il  faut , en  conféquen- 
ce  de  ce  qu’on  a trouvé,  que  N—iC()u 
■-j-157,  à la  place  de  quoi  nous  écrirons 
J ainfi  29/7-|-i 0=2097 
•^157,  ou  29/>=2097-j-i47  ; d’où  ré- 
fulte  le  type  qui  fuit  : 

^ 209=7,2f+^i  donc  ;j=77+r, 

29=4 . 6-[-5  » ^—4''+/ > 

6=1.5+!;  /-=/+!, 

5=5.  i+o;  /^5/  — 147. 

Et  fi  nous  revenons  maintenant  fur  noS  pas , » 
nous  aurons 

/=5t— 147, 

r=/+  t = 6/—  147, 

^7=4'-+  / = 29^—  735  » 

/?=77+  r =209/ — 5292. 
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Donc  N=6o6\t — 153458.  Le  plus  petit 
nombre  fe  trouve  en  faifant  t—i6 , & cette 
fuppofitioti  donne  ^^=4128. 

22. 

Une  remarque  cependant  qu’il  faut  faire 
néceffairement , c’eft  que  , pour  qu’une 
telle  équation  bp—aq-\-n{on  réfoluble  , il 
faut  que  les  deux  nombres  a ^ b n’ayent 
d’autre  cornmun  divifeur  que  i j car  fans 
cela  la  queftion  feroit  impoffible  , à moins 
que  le  nombre  n n’eût  le  même  commun 
divifeur. 

Si  l’on  demandoit , par  exemple , que 
^p=L\  ; comme  9 & 15  ont  le  com- 

mun divifeur  3 , & que  ce  n eft  pas  un  di- 
vifeur de  2 , il  eft  impoffible  de  réfoudre 
la  queftion,  parce  que  9/: — 15^  pouvant 
toujours  être  divifé  par  3 , ne  peut  en  aucun 
' cas  devenir  =2.  Mais  fi  dans  cet  exem- 
ple n étoit  =3  , ou  n=6 1 &c.  la  quef- 
tion feroit  poffible  : il  fuffiroit  de  divifer 
auparavant  par  3 ; car  on  auroit  3^0=5^ 
-|-i  , équation  qui  feroit  facilement  réfo- 
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lubie  par  la  réglé  donnée  ci-*delTus.  On 
voit  donc  clairement  que  les  nombres  a 
& ^ ne  doivent  avoir  d’autre  commun  di- 
vifeur  que  l’unité  , & que  notre  réglé  ne 
peut  avoir  lieu  dans  d’autres  cas. 

^3- 

* P©ur  le  prouver  encore  plus  évidem- 
ment , nous  traiterons  l’équation  9/7—  1 5^ 
-|-2  fuivant  la  voie  ordinaire.  Nous  trou- 
vons de  forte 

que  <^r~6q-\-x  3 ou  6q=<)r — 2;  ainfi 
ÿ— — r-j-/;  de  façon  que 
3/- — i = 6<j  , ou  ^r=6J-\-i.  Par  confé- 
quent  = ; or  il  eft  bien  clair 

que  ceci  ne  peut  jamais  devenir  un  nom- 
bre entier , parce  que / eft  nécelîairement 
un  nombre  entier.  Cela  fert  à confirmer 
que  ces  fortes  de  queftions  font  impoflibles. 


50 


E L é M E N s 


CHAPITRE  II. 

De  la  réglé  qu’on  nomme  régula  cœci,  où. 
il  s’agit  de  déterminer  par  deux  équations  , 
trois  ou  un  plus  grand  nombre  d" inconnues, 

M-  . • 

O U s avons  vu  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent , comment  on  peut  déterminer  par 
une  feule  équation  deux  quantités  incon- 
nues, au  point  de  les  exprimer  en  nombres 
entiers  & pofitifs. 

Si  donc  on  avoit  deux  équations , il  fau- 
droit , pour  que  la  queftion  fût  indétermi- 
née , que  ces  équations  renfermaflent  plus 
de  deux  inconnues.  Or  il  fe  préfente  de 
cès  queftions  dans  les  livres  d’Arithmétique 
ordinaires  j on  les  réfout  par  la  réglé  dite 
régula  cœci , nous  ferons  voir  les  fondemens 
de  cette  réglé. 
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Nous  commencerons  par  un  exemple. 

Qiiejîion  première.  Trente  perfonnes  y 
hommes , femmes  & enfans  dépenfent  5 o 
écus  dans  une  auberge  j l’écot  d’un  hom- 
me eft  3 écus , celui  d’une  femme  eft  2 écus, 
& celui  d’un  enfant  eft  un  écu  -,  combien 
y avoit-il  de  perfonnes  de  chaque  clafiTe  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  z=p  , celui 
des  femmes  =^q , & celui  des  enfans  —a, 
nous  aurons  les  deux  équations  fuivantes  : 

Et  il  s’agit  d’en  tirer  les  trois  lettres  , p , q 
& A en  nombres  entiers  & pohtifs.  La  pre- 
mière équation  donne  /— 30 — p — q^  d’où 
nous  concluons  d’abord  que  p-\-q  doit  être 
moindre  que  30;  & fubftituant  cette  valeur 
de  A dans  la  fécondé  équation , nous  avons 
2/j-|-ÿ-[-30=50 , de  forte  que  y— 20 
— 2/7  & p-\-qz=:zo — Pi  ce  qui  ell  évi- 
demment aufli  moindre  que  30.  Or  com- 
me on  peut,  en  vertu  de  cette  équation, 
prendre  pour  p tous  les  nombres  qui  ne 
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paflent  pas  i o , on  aura  les  onze  folutions 
fuivantes  : 

Nombre  des)  _ o . _ 

hommes,  F = 3.  4,  5»  6,  7,  8,*  9, 10, 

Nombre  des)  ^ r,  , o /■ 

femmes,  i»,  16, 14, la,  10,  8,  6,  4,  a,  o. 

Nombre  des)  „ e o 

enfans  ] ^ 18,19,10; 

& (i  on  omet  la  première  & la  derniere  , 
il  en  reliera  neuf. 

26, 

Quejîion  fécondé.  Quelqu’un  acheté  100 
pièces  de  bétail,  des  porcs,  des  chevres 
& des  moutons , pour  1 00  écus  ; les  porcs 
lui  coûtent  3^ écus  la  piece  ; les  chevres, 
i-écu,  & les  moutoifis,  - écu  : combien 
y avoir  il  d’animaux  de  chaque  efpece  ? 

Soit  le  nombre  des  porcs  =:p , celui  des 
chevres  —q,  celui  des  moutons  —r^  on 
aura  les  deux  équations  fuivantes  : 

+ '■=100,  \\.)f-p~\-i\q-\-"-r~ioO‘, 
& cette  derniere  étant  multipliée  par  6, 
afin  de  çhaffer  les  fraélions , fe  transforme 
en  celle  ci,  21/? -[-8 y -[-3/-— 600.  Or  la 
première  donne  r^ioo — p — q i & fi  l’on 

• fubllitue 
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fubftitiie  cette  valeur  à r dans  la  fécondé  , 
on  a I <7=300 , ou  5^=300 — 1877, 
& ^=60 — . Par  conféquent  il  faut  que 
18/J  foit  divilible  par  5 , & renferme  5 
comme  fafteur.  Qu’on  falfe  donc  p~^fy 
on  aura  ^=60 — 18/,  & r=i3/"-j-4o,  oii 
l’on  peut  prendre  pour  f un  nombre  entier 
quelconque , pourvu  qu’il  foit  tel  que  q ne 
devienne  pas  négatif.  Mais  cette  condition 
limite  la  valeur  de  / à 3 , de  forte  que  lî 
on  exclut  aufli  o , il  ne  peut  y avoir  que 
trois  folutions  du  problème  j ce  font  les 
fuivantes  : 

Lorfque  f=z  i,  2,  3, 

on  a/j=  5,  lo,  15 , 
ÿ=42,  24,  16, 
r=53,  66,  79. 

27. 

Lorfqu’on  veut  foi- même  fe  propofer 
de  tels  exemples  , il  faut  faire  attention 
fur-tout  qu’ils  foient  poffibles  ; & pour  pou- 
voir en  juger , voici  ce  qu’il  faut  obferver: 
Soient  les  deux  équations  auxquelles  nous 
Tome  //.  C 
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parvenions  jufqu’à  préfent , repréfentéei 
par  * 

oh  f y g Si.  h,  ainfi  que  a Si  b , font  des 
nombres  donnés , ü nous  fuppofons  qu’entre 
les  nombres  f,  g Si  h le  premier  f foit  le 
plus  grand , & A le  plus  petit  j comme  , 
à caufe  de  x-\-y-\-^=a  ^ nous  avons  fx 
+/^+/{=A>  eft  clair  fx+fy-\-fl 
eft  plus  grand  que  fx-\-gy-\-h:^ } par  con- 
léquent  il  faut  que/iz  foit  plus  grand  que  b , 
ou  que  b foit  plus  petit  que/c  y & puifque 
de  plus  hx-\-hy-\-h:ç=:ha  , & que  hx-\-hy 
-|-A^  eft  certainement  plus  petit  que  fx 
, il  faut  aulTi  que  ka  foit  plus 
petit  que  A , ou  A plus  grand  que  ha.  Il 
s’enfuit  donc  de-là  que  fi  A n’eft  pas  plus 
petit  que  fa , & en  même  temps  plus  grand 
que  A a,  la  queftion  fera  impoffible. 

On  exprime  cette  condition  aufli , eit 
difant  que  A doit  être  contenu  entre  les  li- 
mites/a Si  ha;  Si  il  faut  de  plus  faire  at- 
tention que  ce  nombre  n’approche  pas  trop 
de  l’une  ou  de  l’autre  limite , parce  que 
cela  feroit  qu’on  ne  pourroit  pas  déterminer 
les  autres  lettres. 
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- Dans  l’exemple  précédent , où  a~  i oo , 
y*— 3^  & h-=:.~y  les  limites  étoient  350 
. & 50  5 or  fi  on  vouloir  fuppofer  b=^i 
au  lieu  de  100,  les  équations  devien^oienc 
îoo,&35-x+iij)/ +1^=51, 
ou,  en  chaflant  les  fraélions  , iix-^2y 
-|-3:^^3o6;  qu’on  multiplie  la  première 
par  3 ,,de  forte  que  » 

fl  l’on  fouftrait  cette  équation  de  l’autre, 
il  relie  iSx-\-<iy=6  , ce  qu’on  voit  fur  le 
champ  être  impolîible  , parce  que  x Sc  y 
doivent  être  des  nombres  entiers  & po- 
fitifs. 

28. 

Les  Orfèvres  & les  Monnoyeurs  tirent 
grand  parti  de  cette  réglé  , quand  ils  fe 
propofent  de  faire  , de  trois  ou  de  plufieurs 
fortes  d’argent,  un  alliage  d’un  prix  donné  , 
ainfi  que  l’exemple  fuivant  le  fera  voir. 

Quejîion  troijîeme.  Un  Monnoyeur  a 
trois  fortes  d’argent  j la  première  à 7 onces, 
la  fécondé  à 3 ^ onces , la  troifieme  à 4^ 
onces } il  a à faire  un  alliage  de  30  marcs 

C ij 
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pefant,  à 6 onces;  combien  de  marcs  doit- 

il  prendre  de  chaque  forte  ? 

Qu’il  prenne  x marcs  de  la  première 
forte  ^ marcs  de  la  fécondé  & { marcs 
de  la  troifieme , il  aura 
& c’eft  la  première  équation. 

Enfuite , puifqu’un  marc  de  la  première 

forte  contient  7 onces  d’argent  fia,  les  x 
marcs  de  cette  forte  contiendront  jx  on- 
ces de  tel  argent  ; de  même  les  y marcs 
de  la  fécondé  forte  contiendront  5 \y  on- 
ces, & les  { marcs  de  la  troifieme  forte 
contiendront  4^;^  onces  d’argent  fin;  de 
forte  que  toute  la  maffe  contiendra  jx 
4"  5 ÎJX“1“4Î  î orices  d’argent  fin.  Or  puif- 
que  cet  alliage  pefe  30  marcs  , & que  cha- 
cun de  ces  marcs  contient  6 onces  d’argent 
fin,  il  s’enfuit  que  la  maffe  entière  con- 
tiendra 180  onces  d’argent  fin;  & de -là 
réfulte  la  fécondé  équation  7x-\-<)l;y-\-  4- 
= 180,  ou  I4:c-|-i  ijy-j-9^=36o.  Si  l’on 
fouftrait  maintenant  de  cette  équation  la 
première  prife  neuf  fois , ou 
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= 270,  il  refte  ^x-]^iy=çfO , équation 
qui  doit  donner  en  nombres  entiers  les  va- 
leurs de  JT  & de  y.  Quant  à la  valeur  de 
pn  la  tirera  enfuite  de  l’équation  {=30 
— X — y.  Or  l’équation  précédente  donne 
^yz=^o — <)X  &jy^=:45— foit  donc 
x=zu,  on  aura  jy=45  — <^u  8c 
) — I ç J c’eft  ligne  que  u doit  être  plus  grand 
que  4 , & cependant  plus  petit  que  10  ; & 
par  conféquent  la  queftion  admet  les  folu- 
tions  fuivantes: 


U=  5, 

6, 

7, 

8, 

9, 

JC— 10, 

'12, 

«4, 

16, 

18, 

II 

0 

10, 

5» 

0, 

1 0» 

3» 

6, 

9» 

1 2. 

29. 

Il  fe  préfente  quelquefois  des  queftions 
' qui  renferment  plus  de  trois  inconnues, 
mais  on  les  réfout  de  la  même  maniéré , 
comme  l’exemple  fuivant  le  fera  voir. 

Quejlion  quatrième.  Quelqu’un  acheté 
100  pièces  de  bétail  pour  1 00  écus  ; favoir, 

C iij 
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des  bœufs  à lo  écus  la  pie  ce , des  vaches 
à ç écus , des  veaux  à 2 écus , & des  mou- 
tons à J écu  la  piece  j combien  a-t-il  acheté 
de  bœufs  , de  vaches , de  veaux  & de 
moutons  ? • ~ 

Soit  le  no^mbre  des  bœufs  =p,  celiri 
des  vaches  celui  des  veaux  ~r,  & 
celui  des  moutons  —fi  la  première  équa-* 
tion  eft  p-^q-\-r-\-f=.\oo^  & la  fécondé 
eft  io/J-|-5^-j-'2r-|-j/=ioo,  ou , en  re- 
tranchant les  fra6ions,  xop-\-\oq-\-4r-^f 
= 200;  fouftrayant  la  première  équation 
de  celle-ci,  il  refte  i<^p-\-i)q~\-'^r=.ioo  , 
d’où  l’on  tire  3rz=ioo — i^p — 9^,  & 

— donc  il  faut  que  i — p ou  p 

—I  foit  divifible  par  3.  Qu’on  faffe 
p — i = 3t,  on  aura 

<1= 

r—17  — v^t—  3^,  ' ^ 

/=72-|-  2^-|-i6// 

il  s’enfuit  de -là  que  19^“}- 3^  doit  être 
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moîndre  que  27 , & que , pourvu  que  cette 
condition  s’obferve,  on  peut  au  refte  don- 
ner à ^ & à.  r telle  valeur  qu’on  veut*;  cela 
pofé  , nous  aurons  à confidérer  les  cas  fui- 
' vans  : 


I.  Si  / = 0 

IL  Si/cr=  I 

on  a p—  I 

p==  4 

q—  q 

/■=27  — 37 

r=  8--3^ 

f — 88-|-2ÿ. 

Va 


On  ne  peut  faire  r=2  , parce  que  r 
deviendroit  négatif. 

Dans  le  premier  cas  q ne  doit  pas  fur- 
paffer  9 , & dans  le  fécond  cas  ce  nombre 
ne  doit  pas  excéder  2 ; ainfi  ces  deux  cas 
donnent  les  folutions  qui  fuivenr. 

Le  premier  donne  les  dix  folutions  que 
voici  : 


I. 

IL 

m. 

IV. 

V. 

VI. 

VII. 

VIII 

IX. 

X. 

P 

I 

I 

1 

1 

I 

1 

1 

1 

1 

1 

‘l 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

r 

17 

^4 

21 

18 

*5 

1 2 

9 

6 

3 

0 

f 

7^ 

74 

76 

78 

80 

82 

84 

86 

88 

90 

Civ 
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Le  fécond  cas  fournit  les  trois  folutions 
fui  vantes  : 


I. 

IL  1 111.  î 

P 

? 

r 

f 

4 

0 

8 

88 

4 
1 

5 

90 

2 1 

92  1 

Voilà  donc  en  tout  treize  folutions  , & 
elles  fe  réduifent  à dix  , fi  on  exclut  celles 
qui  renferment  un  zéro. 

3°- 

La  méthode  ne  laifleroit  pas  d’être  la 
même  , quand  même , dans  la  première 
équation , les  lettres  feroient  multipliées  par 
des  nombres  donnés , comme  on  le  verra 
par  l’exemple  fuivant: 

Quejlion  cinquième.  Trouver  trois  nom- 
bres entiers , tels  que  fi  on  multiplie  le  pre- 
mier par  3 , le  fécond  par  5 & le  troifieme 
par  7 , la  fomme  des  produits  foit  560  j & 
que  fi  on  multiplie  le  premier  par  9,  le 
fécond  par  2 5 & le  troifieme  par  49 , la 
fomme  des  produits  foit  2920.  ' 
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Soit  le  premier  nombre  , le  fécond 
^=y , le  troifieme  on  aura  les  deux 
équations , I.)  yx-\-^y-^Ji==^6o , II.)  9 a: 
’~\~^')y-\~49l—^9^o.  Si  on  fouftrait  de 
la  fecOnde  la  première  prife  trois  fois , ou 
9;c-j-i  5jy-|-2i{— 1680,  il  relie 
= 1240;  divifant  par  2 , on  a 
= 620,  d’où  l’on  tire  y = 114 — Ainü 
doit  être  divifible  par  5 ; qu’on  falfe  donc 
on  auray=i24 — 14/^;  ces  va- 
leurs étant  fubftituées  dans  la  première 
équation,  on  a -^x — 3 5^-1-620—560,  ou 
-^x=y(^u — 60,  & y — 20  j c’eft 
pourqtioi  l’on  fera  «=3/ , & on  aura  enfin 
la  folution  fuivante , x='^'^t — 2 0,^=1  24 
" — 42f,  & ;j'z=i5r,  où  on  peut  fubftituer 
au  lieu  de  t un  nombre  entier  quelconque  , 
mais  tel  cependant  que  t furpaffe  o,  & 
foit  moindre  que  3 ; de  forte  qu’on  fe  trouve 
borné  en  effet  aux  deux  folutions  fuiv antes  ; 

I. )  Si  t—i , on  a x=i  5 , j=82,  {=i  5. 

II. )  Si  /=2,  on  a jf=5o,j^=40,  {=30. 


f 
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CHAPITRE  III. 

Des  Equations  indéterminées  compofées , 
dans  lefquelles  L'une  des  inconnues  ne 
pajje  pas  le  premier  degré, 

31- 

ISf  O U s paflerons  à préfent  aux  équations 
indéterminées , dans  lefquelles  on  cherche 
deux  quantités  inconnues,  & où  l’une  de 
ces  inconnues  eft  multipliée  par  l’autre  , ou 
élevée  à une  puiflance  plus  haute  que  la 
première , tandis  que  l’autre  inconnue  ne 
s’y  trouve  cependant  encore  qu’au  premier 
degré.  Il  eft  évident  que  les  équations  de 
cette  efpece  peuvent  fe  repréfenter  par 
l’expreftion  générale  qui  fuit: 

a-^bx-^cy-\~dxx-\-exy-\-fx^  -\-gxxy 
-\-hx* y-^  8cc.  =o. 

Comme  dans  cette  équation  y ne  pafle 
pas  le  premier  degré , cette  lettre  fe  dé- 
termine facilement  j mais  il  faut  au  refte , 
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comme  auparavant , que  les  valeurs  tant 
de  X que  de  J' , foient  aflîgnées  en  nombres 
entiers. 

Nous  allons  confidérer  quelques-uns  de 
ces  cas , en  commençant  par  les  plus  faciles. 

32. 

QueJHon  premiers.  Trouver  deux  nom-  - 
bres  tels  que , fi  bn  ajoute  leur  produit  à 
leur  fommç , on  obtienne  79. 

Nommons  x les  deux  nombres  cher- 
chés ; il  faudra  que  xy-\-x-\-y=rj<^  i ainfi 

par  oi^  l’on  voit  que  x-|- 1 doit  être  un 
divifeur  de  80.  Or  80  ayant  beaucoup  de 
divifeurs  , on  aura  aufîi  plufieurs  valeurs 
de  X , comme  on  va  voir  : 


Les  divifeurs  de  8o  font 

I 

2 

4 

5 

8 

XSX 

10 

EVH 

i6 

20 

40 

80 

, donc*;:: 

0 

I 

3 

4 

7 

9 

19 

39 

79 

&y=:' 

79 

39 

Z 

13 

9 

7 

4 

zrw 

5 

P tu 

I 

****** 

■> 

□EaJI 

Mais  comme  les  dernieres  folutions  font 
les  mêmes  que  les  premières , on  n’a  réelle- 
ment que  les  cinq  folutions  fuivantes  : 
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I. 

IL 

m. 

IV. 

V 

O 

I 

3 

4 

7 

II 

39 

•9 

« ^ 

19 

33- 

C’efl:  de  la  même  maniéré  qu’on  pourra 
réfoudre  aufli  l’équation  générale  xy-\-ax 
' ^by=c  ; car  on  aura  xy-\-by=.c — ax  , 
= ou^^-^V^i;  c’eft-à-' 

dire  que  x-\-b  doit  être  un  divifour  du  nom- 
bre connu  ab-\-c  ; de  forte  que  chaque  di- 
vifeur  de  ce  nombre  donne  une  valeur  de  x. 
Qu’on  falTe  donc  ab-\-c~fg , on  aura  y 
= — ^ fuppofant  x-\-b^f  ou 
x—f — b ^ il  eft  clair  que  y= — ou 
y— g — û,  & par  cônféquent  qu’on  aura 
même  deux  folutions  pour  chaque  maniéré 
de  repréfenter  le  nombre  ab~-\-c  par  un 
produit  tel  que^^.  De  ces  deux  folutions, 
l’une  eft  x=.f- — b & yz=.g—a , & l’autre 
s’obtient  en  faifant  x-\-b=.g,  dans  lequel 
cas  xz=g — b & y—f- — 

Si  donc  on  fe  propofoit  l’équation  xy 
<^ix-\-}y=4i , on  auroit  a=i , b=} , 


\ 
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& c=4Z  ; par  conféquent 
Or  le  nombre  48  peut  fe  repréfenter  de 
plulîeurs  maniérés  par  deux  faveurs , com- 
mefg,  (k  dans  chacun  de  ces  cas  on  aura 
toujours,  foit  x=.f—y  Scy—g — z,  foit 
aufli  x.=g — 3 ôc  y=f — z.  Voici  le- dé- 
veloppement de  cet  exemple: 


I.  IL  III.  IV.  V. 


Fafteurs 

I . 

4« 

iz. 

Z4 

3 • 

16 

4- 

I z 

1^ 

X 

y 

.y| 

A' 

J 

X 

.r 

X 

y 

Nombres 

-1 

46 

- 1 

zz 

0 

14 

I 

10 

3 

6 

ou 

45 

- 1 

ZI 

0 

13 

I 

9 

z 

5 

4 

m 

34- 

L’équation  peut  s’exprimer  encore  plus 
généralement , en  écrivant  mxy—ax-^by 
*-[-c,  où  a , ^ , c & font  des  nombres 
donnés , & où  l’on  cherche  pour  x 
des  nombres  entiers  inconnus. 

Qu’on  fépare  d’abord  y , on  aura  y 
& chaflant  x du  numérateur,  en 
multipliant  par  m de  part  & d’autre , on 

^ max  me  1 me~^ab  • 

auramjc=-^=a+— On  a mam- 
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tenant  une  frajftion  dont  le  numérateur  eft 
un  nombre  connu , & dont  le  dénomina- 
teur doit  être  un  divifeur  de  ce  nombre  ; 
qu’on  repréfente  donc  le  numérateur  par 
un  produit  de  deux  faéleurs,  comme  fg  y 
ce  qui  peut  fouvent  fe  faire  de  plufîeurs 
maniérés , & qu’on  voye  fi  un  de  ces  fac- 
teurs peut  fe  comparer  avec  mx — b , de 
façon  que  mx — Or  il  faut  pour  cet 
effet,  puifque  , que  f-\-b  foit  di- 

vifible  par  m ; & il  s’enfuit  de-là  que  parmi 
les  faéleurs  de  mc-\-ab,  on  ne  peut  em- 
ployer que  ceux  qui  font  tels , qu’en  y ajou- 
tant b , les  fommes  foient  divifibles  par  m. 
Nous  allons  éclaircir  ceci  par  un  exemple. 

Soit  l’équation  txy=2x4-'iy-l-i8  , on 
aura  z=2+ ; 

il  s’agit  par  conféquent  de  trouver  ceux 
des  divifeurs  de  96  qui , ajoutés  à 3 , don- 
nent des  fommes  divifibles  par  5.  Or  fi  l’on 
confidere  tous  les  divifeurs  de  96 , qui  font 
4,  6,  8,  12, 16, 24, 32, 48, 
96 , on  voit  facilement  qu’il  n’y  en  a que 
ces  trois,  2 , 1 2 , 3 2 , qui  peuvent  fervir. 
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Soit  donc  I.)  — 3=1 , on  aura  5^=50, 

& par  conféquent  x=i , & 
^=10. 

II.)  <^x — 3=1 2,  on  aura  5^=10, 
& par  conftquent  x=-^  , & 
y=u 

III.)  52: — 3=32 , on  aura  y 
& par  conféquent  x=y , & 
7=1. 

3 5* 

Comme  dans  cette  folution  générale  bn 
a my — il  fera  à propos  d’ob- 
ferver  que , fi  un  nombre  compris  dans  la 
formule  mc-^ai> , a un  divifeur  de  la  for- 
me mx — b , le  quotient  dans  ce  cas  doit 
être  néceflairement  compris  dans  la  for- 
mule my — a,  & qu’on  peut  alors  repré- 
fenter  le  nombre  mc-\^ab  par  un  produit 
tel  que  {mx — b)  {my — a).  Soit,  par  exem- 
ple , m=2i  1 , û=5  , b=7  & c=\  5 , on 
aura  izy — 5 = or  les  divifeurs  de 
215  font  1 , 5 , 43 , 2 1 5 ; il  faut  en  choifir 
ceux  qui  font  compris  dans  la  formule  1 ix 
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— 7 , OU  qui  font  tels  qu’en  y ajoutant  7 ^ 
la  fomme  foit  divifible  par  1 2 j mais  il  n’y 
a que  5 qui  fatisfalTe  à cette  condition  , 
ainfi  iix — 7=5  & ixy — 5=43  j & de 
même  que  la  première  de  ces  équations 
donne  x=.\  , on  trouve  aufîi  par  l’autre  y 
en  nombres  entiers,  fa  voir  y =4.  Cette 
propriété  eft  de  la^lus  grande  importance 
relativement  à la  nature  des  nombres , & 
mérite  par- là  qu’on  y faffe  attention  par- 
ticuliérement. 

36. 

Confidérons  maintenant  auffi  une  équa- 
tion de  cette  efpece,  xy-^xx—ix-^-^y 
+ 29.  Elle  nous  donne y:=^taz^^ony 

= — X — ainfi  X — 3 doit  être  un 
divifeur  de  26 , & dans  ce  cas , la  divifion 
étant  faite , le  quotient  fera  j 

or  les  divifeurs  de  26  étant  i , 2,  1 3 , 25 , 
nous  aurons  donc  les  folutions  fuivantes  : 

I.)  X — 3=1 , ou  x==4  J de  forte  quey-j-jf 
=y-]r^  = ^6,  ôcj=2i -,  , 

«•) 
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— 3=i  , ou  AT=5  j ainfi 

=j-|-6=i3  , & j=7i^ 

III.)  X — 3=13,  ouxi=:i6j  ainfi  j'4-x+i 

■^y+i7=i»  M- 

Cette  derniere  valeur  étant  négative  doit 
être  omife , & par  la  même  raifon  on  ne 
pourra  tenir  compte  du  dernier  cas , x — } 

= 26. 

37- 

Il  ne  fera  pas  néceffaire  de  développer 
ici  un  plus  grand  nombre  de  ces  formules, 
oh  on  ne  rencontre  que  la  première  puif- 
fance  de  y & de  plus  hautes  puiffances  de 
X ; car  ces  cas  ne  fe  préfentent  que  rare- 
ment , & peuvent  d’ailleurs  toujours  fe  ré- 
foudre  par  la  méthode  que  nous  avons  ex-  / 
pUquée.  Mais  lorfque  aufli  eft  élevé  à 
la  fécondé  puiffance , ou  à un  degré  encore 
plus  haut , & qu’on  veut  en  déterminer  la 
valeur  par  les  réglés  données,  on  parvient 
à des  lignes  radicaux , qui  comprennent 
des  puiffances  fécondés  ou  encore  plus 
hautes  de  x , & il  s’agit  alors  de  trouver 
Tome  II,  ' D 
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pour  X des  valeurs  telles  qu’elles  faflent 
évanouir  les  fignes  radicaux  ou  l’irration- 
palité.  Or  le  plus  grand  art  de  l’analyfe 
indéterminée , confifte  précifément  à ren- 
dre rarionnelles  ces  formules  fourdes  ou 
incommenfurables  ; nous  en  fournirons  les 
moyens  dans  les  Chapitres  fuivans. 


CHAPITRE  IV. 


De  la  maniéré  de  rendre  rationnelles  les  quan- 
tités fourdes  de  la  forme  y/ a-[-bx*-|-cxx. 


38. 

Il  eft  donc  queftion  préfentement  de 
déterminer  les  valeurs  qu’on  peut  adopter 
pour  X , afin  que  la  formule  a-\-bx-\-c3ÿc 
devienne  effefUvement  un  quarré , & par 
conféquent  qu’on  puiffe  en  affigner  une 
racine  rationnelle.  Or  les  lettres  a , b lk.c 
lignifient  des  nombres  donnés  j c’eft  de  la 
nature  de  ces  nombres  que  dépend  prin- 
cipalement la  détermination  de  l’inconnue 
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Xf  & nous  remarquerons  d'avance  que 
dans  bien  des  cas  la  folution  devient  im- 
polTible.  Mais  lors  même  qu’elle  eft  pot- 
fible , il  faut  du  moins  fe  contenter  au 
commencement  de  pouvoir  afligner  pour 
la  lettre  x des  valeurs  rationnelles,  fans 
exiger  précifément  que  ces  valeurs  foient 
même  des  nombres  entiers  j cette  condi- 
tion entraîne  des  recherches  tout- à- fait 
• particulières. 

39- 

Nous  fuppofons  ici , comme  on  voit , 
que  la  formule  ne  s’étend  qu’aux  fécondés 
puiffances  de  x ; les  degrés  plus  élevés 
exigent  des  rnéthodes  différentes , dont 
nous  parlerons  plus  bas. 

Nous  remarquerons  d’abord  que  û la  fé- 
condé puiffance  même  ne  s’y  trouvoit  pas , 
& que  c fût  =o , la  queffion  n’auroit  au- 
cune difficulté  J car  ü \/ a~\~bx  étoit  la 
formule  propofée , & qu’il  fallût  détermi- 
ner X , de  maniéré  que  a-^rbx  fût  un  quarré, 
on  n’auroit  qu’à  faire  a~\~bx—jy , d’où  l’on 

Dij 
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5^ 

'obtiendroit  auffi-tôt  x==.^-^^  i or  quelque 
nombre  que  l’on  fubftituât  ici  au  lieu  dejy  , 
il  en  réfulteroit  toujours  pour  x une  valeur 
telle  que  a-\-6x  feroit  un  quarré  , & par 
conféquent  \/ a-\-l?x  une  quantité  ration- 
nelle. 

40. 

Nous  commencerons  donc  par  la  for- 
mule \/  > c’eft-à-dire  que  nous  cher- 

cherons pour  X des  valeurs  telles , qu’en 
ajoutant  à leurs  quarrés  l’unité , les  fommes 
foient  pareillement  des  quarrés  ; & comme 
il  eft  clair  que  ces  valeurs  de  x ne  pourront 
être  des  nombres  entiers , il  faudra  fe  con- 
tenter de  trouver  les  nombres  fraéHonnaires 
qui  les  expriment. 

41. 

Si  on  vouloit , à caufe  que  i -\-xx  doit 
être  un  quarré,  fuppofer  i-\-xx=:yy,  on 
auroit  xx=yj — i , & x=.\ y y — i j ainfi 
il  faudroit,  afin  de  trouver  x ^ chercher 
pour  y des  nombres  tels  que  leurs  quarré^ , 
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diminués  de  l’unité , donnaffent  auffî  des 
quarrés  j & par  conféquenton  retomberoit 
dans  une  quelHon  auffi  difficile  que  la  pre- 
mière , & on  n’auroit  pas  fait  un  pas  en 
avant. 

Il  eft  cependant  certain  qu’il  y a réel- 
lement des  fraéÜons  qui,  étant  fubftituées 
à la  place  de  x,  font  que  i-\-xx  devient 
un  quarté  j on  peut  s’en  convaincre  par  les 
cas  fuivans  : 

I. )  Si  on  a i-\-xx='^',  par  con- 

féquent  \/ i-^xx=^. 

II. )  i-\-xx  devient  pareillement  un  quarté  ; 

fi  on  trouve  y/ i-\-xx—^~. 

III. )  Si  on  fait  x=z^,  on  obtient  i-\-xx 
= dont  la  racine  quarrée  eft^. 

, Mais  il  s’agit  de  faire  voir  comment  on 
doit  trouver  ces  valeurs  de  x , & même 
tous  les  nombres  poffibles  de  cette  efpece.  * 

42. 

H y a deux  méthodes  pour  cela.  La  pre- 
mière demande  qu’on  fafle  \/ i-|-xx=x 

. Diij 
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^\-pi  on  a dans  cette  fuppoiîtion  i-j-xx’ 
z=xx-\-ipx-\-pp , où  le  quarré  xx  fe  dé- 
truit j de  forte  qu’on  peut  exprimer  x fans 
flgne  radical.  Car  effaçant  de  part  & d’au- 
tre XX  dans  l’équation  fufdite , où  trouve 
xpx-\-pp=\  , d’où  l’on  tire  ^ — quan- 
tité dans  laquelle  on  peut  fubftituer  à un 
nombre  quelconque  , & même  des  frac- 
tions. 

Qu’on  fuppofe  donc  on  aura  x 

^ mm 

:==: ^ & fi  on  multiplie  les  deux  ter- 

n 

mes  de  cette  fraêHon  par  «/z,  on  trouve 

nn  — mm 

X==.-. • 

imn 

. 43- 


Ainfi,  pour  que  i-{-xx  devienne  un 
quarré  , on  peut  prendre  pour  m ècn  tous 
. les  nombres  entiers  poffibles  , & trouver 
de  cette  maniéré  pour  x une  infinité  de 
valeurs. 

Si  l’on  fait  auffi  en  général  , 

+ n* —immnn-\-m* 

XX^l  4- ; , 

* ’ ^mmnn 


I 
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+ n^  -^xmmnn-^-Tn  - 

xx=. , rrachon 

j[mmnn 

qui  eft  effeftivement  un  quarré  , & qui 
donne  y/  i-\^xxz=:z-^,  ^ 

Nous  indiquerons  d’après  cette  folutioa 
quelques-unes  des  moindres  valeurs  de  x. 


Sin=i  3 J 4 4 5 5 5 5 

& m=i  I 21113  I 234 
ion  a X ^ 3 |,ij8  ji4ij  ,2o,>5  40 


44. 

(nn—mm^ 
(imny 

— . & fi  on  multiplie  cette 

(imn) 

équation  par  (imny , on  trouve  (2/72/2)' 
4-(/z/î — /72/22)'‘ :=(/2/2-p/72/7i)’ J ainfi  nous 
connoiflbns  d’une  maniéré  générale  deux 
quarrés,  dont  la  fomme  donne  un  nouveau 
quarré.  Cette  remarque  conduit  à la  réfo- 
lution  de  la  queftion  fuivante  : 

Trouver  deux  nombres  quarrés,  dont 
la  fomme  foit  pareillement  un  nombre 
quarré,  D iv 


On  voit  qu’on  a en  général  1 + 
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On  veut  que  pp-\-qq=rr i on  n’a  donc 
qu’à  faire  p—rmii  & q—nn — mm,  & on 
aura  rz=nn-^mm. 

De  plus,  comme  (/z/z  + mm)*  — (zmny 
z={nn  — mmy , on  peut  aufli  réfoudre  la 
queftion  qui  fuit  : 

Trouver  deux  quarrés  ,idont  la  diffé- 
rence foit  de  même  Un  nombre  quarré. 

Car  fi  on  veut  que  pp  — qqz=.rr,  on  n’a 
qu’à  fuppofer  pz=.nn-^mm  & q=^xmn, 
&:  on  aura  r=nn  — mm.  On  pourroit  aufli 
faire  p=nn-\-mm  ^ p=.nn — mm,  & on 
auroit  r=^imn.  ^ 


45- 

Nous  avons  parlé  de  deux  maniérés  de 
donner  à la  formule  i-\-xx  la  forme  d’un 
quarré  -,  voici  donc  l’autre  méthode  : 
Qu’on  fuppofe  \/ 1 on 

+ 1 2.mx  I mmxx  y*  r r 

XX  — l-\ ;; 

trait  de  part  & d’autre  i , on  a xx=^ 
équation  fe  divife  par  x , & 
par  conlequent  on  a - — | — , ou  nnx 


=:zm/z-4-mmx , d’où  l’on  tire  x=-^^ 

1 ^ n/i-m/» 
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Ayant  trouvé  cette  valeur  de  , on  a 

xx=i^ — i j 4 , ou 

' n — zmmnn-^m 

n'*  -\-immnn-\-m*  -ni 

= -ï— ! — —,  ce  qui  eit  le  quarre. 

n — zmmnn-\-m  ^ '■ 


de Or  comme  il  réfulte  de- là  l’é- 

nn  /Ttffi  • 

, '(imnY  (nn-\-mmY 

quation  1+7-^^ = 7 * , 

^ ' {nn — mm)  * {nn  — mm) 

nous  aurons,  ainfi  que  ci-deflus,  (nn—mmy 

^{imny==(nn-\-mmy , c’eft-à-dire  les 

deux  mêmes  quarrés  dont  la  fomme  eft 

^ pareillement  un  quarré. 

46. 


Le  cas  que  nous  venons  de  développer 
d’une  maniéré  détaillée , nous  fournit  deux 
méthodes  pour  transformer  en  un  quarré 
la  formule  générale  a-\-bx-\-cxx.  La  pre- 
mière de  ces  méthodes  s’applique  à tous 
les  cas  où  c eft  un  quarré  j la  fécondé  fe 
, rapporte  à ceux  où  a eft  un  quarré  j nous 
nous  arrêterons  à l’une  & à l’autre  fuppo- 
fition. 

I.)  Suppofons  d’abord  que  c foit  un  quarré , 
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ou  que  la  formule  propofée  foit  a-\-bx 
>^ffxx  ; puifqu’elle  doit  être  un  quarré, 
nous  ferons  \/ a-\-bx-^ffxxz=zfx-\-'^.,  8c 
nous  aurons  a~\-bx-\-ffxx=:^ffxx-\-^~ 
où  les  termes  affeftés  de  xx  fe  dé- 
truifent,  de  forte  que  a-\-bx=—~  + 
û nous  multiplions  par  nn , nous  avons  nna 
+n.l,  x=zmnfx-\~mm  i nous  en  con- 
cluons x=  en  fubdituant  à x 

nnb—imnj  ^ 

cette  valeur,  nous  trouvons  y/ a-\-bx,+ffxx 

___  mmf  - nnaf  | m mnh-mmf—nnaf 

' nnb—mnf  I n ' nnb^imnf  * 

47- 

Comme  nous  avons  trouvé  pour  x uns 
fraftion,  nous  ferons  en  forte  que 

pz=.mm — nna , & q:=znnb — imnf  } ainli  la 
formule  a un  quarré  j & com- 
me elle  eft  pareillement  un  quarré,  fi  on 
la  multiplie  par  le  quarré  qq,  il  s’enfuit 
que  la  formule  (^qq-\-^pq-\-ffpp  eft  aulîi  un 
quarré,  fi  on  fuppofe  — nna  & q 

—nnb — ^mnf.  Il  eft  clair  qu’il  réfulte  de-là 
une  infinité  de  folutions  en  nombres  entiers. 
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parce  que  les  valeurs  des  lettres  m &L  n 
font  arbitraires. 

48. 

II.)  Le  fécond  cas  que  nous  avons  à con- 
(Idérer , eft  celui  où  a eft  un  quarre.  Soit 
donc  propofée  la  formule  ff-^bx-\-cxx  y 
dont  il  s’agiffe  de  faire  un  quarré.  Nous 
fuppoferons  pour  cet  effet  yff+bx+cxx 
— ^ aurons  ff-\-bx-\-cxx 
— , où,  les  fffe  détruifant, 
on  peut  divifer  les  termes  reftans  par  x , 
de  forte  qu’on  obtient  b-\-cx—^-\~  — , 
ou  nnb~^nncx^=::=^Tnnf-^Tnmx  y ou  nncx 
— mmx=rmnj — nnby  ou  ennn  x — nnc-nm' 
Si  nous  fubftituons  maintenant  cette  va- 
leur à la  place  de  x , nous  avons 

/"Tv^  7 ^ r.  xmmf-mnb nncfhmmf-mnb^ 

\ ff  ~\~bx  -\-CXX  y "b  nnc-mm  nnc-mn  ? 

& en  faifant  x—^-y  nous  pourrons  , de  la 
mftne  manière  que  ci-delTus  , transformer 
en  quarré  la  formule  •> 

favoir  en  faifant  p^=.xmnf — nnb  j & q 
zxznnc — mm* 
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49- 

On  doit  diftinguer  principalement  ici  le 
cas  cù  a=o,  c’eft-à-dire  où  il  s’agit  de 
faire  un  quarré  de  la  formule  bx-^cxx  ; 
car  on  n’a  qu’à  fuppofer  \/ hx-\-cxx:z=.'^  , 
équation  bx-^cxx——^ 
divifée  par  x & multipliée  par  nn , donne 
bnn-\-cnnx=.mmx  , & par  conféquent  x 

nnb 

mm-cnn' 

Qu’on  cherche , par  exemple  ^ tous  les 
nombres  trigonaux  qui  font  en  même  temps 
des  quarrés , il  faudra  que  , & par  con- 
féquent auflî  ixx-\-iXy  foit  un  quarré. 
Suppofons  que  foit  ce  quarré , nous 
aurons  innx-\-inn=.mmx  ^ & xz= — . 
on  peut  fubftituer  dans  cette  valeur , au 
lieu  de  m & de  n , tous  les  nombres  pof- 
fibles,  mais  on  trouvera  pour  x ordi^i- 
rement  une  fraftion  , quelquefois  cepen- 
dant on  parviendra  auflî  à des  nombres 
entiers  ; par  exemple  , fi  m=‘^  & n=i , 
on  trouve  x=S , dont  le  nombre  triangu- 
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laire , qui  eft  36 , eft  en  même  temps  un 
quatre. 

On  peut  auffi  faire^  m—j  & /z  — 5 ; 
dans  ce  cas  x~ — 50,  dont  le  triangle 
1225  eft  en  même  temps  celui  de  49  & 
le  quarré  de  3 5 . On  auroit  trouvé  le  même 
réfultat  en  faifant  n—’j  & m=z\o-,  car 
dans  ce  cas  on  a pareillement  x=4^. 

De  même  , fi  m = i'j  & n=iz  , on 
trouve  jc=2  88  , le  nombre  trigonal  en  eft 
144. 289  , ce  qui  eft  un 
quarré  dont  la  racine  eft =i  2. 1 7=^204. 

50. 

Nous  remarquerons  à l’égard  de  ce  der- 
' nier  cas , que  la  formule  bx-\-cxx  a pu  être 
transformée  en  un  quarré  par  la  raifon 
qu’elle  avoit  un  faéleur , favoir  x ; cette 
obfervation  nous  conduit  à de  nouveaux 
cas , dans  lefquels  la  formule  a-\-bx-\-cxx 
peut  pareillement^ devenir  un  quarré,  lors 
même  que  ni  a ni  c ne  font  des  quarrés. 

Ces  cas  font  ceux  a-]^bx-]^cxx  peut 
fe  décompofer  en  deux  faéfeurs  , & cela 
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arrive  lorfque  bb — ^ac  eft  un  quarré.  Pour 
le  prouver , nous  remarquerons  que  les  fac- 
teurs dépendent  toujours  des  racines  d’une 
équation,  & qu’ainlî  il  faut  fuppofer  a-\-bx 
-j-cjc:j[r=o  J cela  pofé  , on  a cxx=. — bx 
— a,  & xx=^ — ^ d’où  l’on  tire  x 


h I y bh^AûC  • 

: + « 

ZC 2C  7 


_ / bh  a 

= + V , ou;c; 

& il  eft  clair  que  fi  bb — ^ac  eft  un  quarré  , 
cette  quantité  devient  rationnelle. 

Soit  donc  b b — j^ac—dd,  les  racines 
feront  — c’eft-à-dire  que  x— — j 
& par  conféquent  les  divifeurs  de  la  for- 


mule a-^bx-\-cxx  font  x x 

& fi  on  multiplie  ces  fafteurs  j’un  par  l’au- 
tre , on  retrouve  la  même  formule  , à cela 
près  quelle  eft  divifée  par  c ; car  le  produit 
eft  ^ Ÿ\d\(c[ne  dd=bb 


+ bx  I bb  bb  I Aac 

T+^Tc  — 

ce  qui  étant  multiplié  par  c, 
donna  cxx  x-\-a.  On  n a donc  qu’à 
multiplier  l’un  des  faôeurs  par  c , & on  aura' 
la  formule  en  queftion  exprimée  par  le 
produit 


I 


. o%.. 
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& on  voit  que  cette  folution  ne  peut  man- 
quer d’avoir  lieu  toutes  les  fois  que  bb-^j^c 
eft  un  quarré. 

51- 

De-Ià  réfulte  le  troifeme  cas , dans  le- 
quel la  formule  a-\-bx-\-cxx  peut  fe  trans- 
former en  un  quarré , & que  nous  allons 
joindre  aux  deux  autres. 

III.)  Ce  cas,  ainfî  que  nqjis  l’avons 
infinué , a lieu  lorfque  notre  formule  peut 
fe  repréfenter  par  un  produit  , tel  que 
Pour  faire  de  cette  quan- 
tité un  quarré  , fuppofons  fa  racine,  ou 

\/ J nous  au- 

rons 

& en  divifant  cette  équation 

on  a h~\~kx-==:”^^f^£^  y c’eft-à-dire  Imn. 

-\-knnx=zzfmm-\-gmmx , & par  conféquent 

^ finm  — hnn 

knn  — ÿmm  * ^ 


ê 
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52. 

Pour  éclaircir  ce  réfultat , foit  propofée 
la  queftion  fuivante  : 

Première  quejlion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres X,  tels  que  fi  du  double  de  leur  quarré 
on  retranche  2 , le  refte  foit  un  quarré. 

Puifque  c’eft  ixx  — 2 qui  doit  être  un 
quarré , il  faut  faire  attemion  que  cette  for- 
mule s’exprime  par  les  faêfeurs  fuivans, 
z.x-^i.x» — I.  Si  donc  oh  en  fuppofe  la 
racine  — -.(^.1  ^ on  a 2(x~j-i)  (x — 1) 

mm(xx-\-iy  J.  10 

= divilant  par  x-\-i  oc 

nn  ' 

multipliant  par  nn-^  on  aura  znnx — znn 
— mmx-\-mm,  & de-là  jc— . 

1 ' ‘inn—mm 

Si  l’on  fait  m—i  & n—i  , on  trouve 

a;=3,  & XXX — 2 = i6  = 4\ 

Que  fi  /72=3  & n—x  , on  a x=: — 17  j 
or  comme  x ne  fe  rencontre  qu’élevé  au 
fécond  degré,  il  efl  indifférent  qu’on  prenne 
x= — 17  ou  x=-|-i7;  l’une  & l’autre 
fuppofition  donne  également  xxx — 2=576 
= 24*. 

s 53* 
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Seconde  quejîion.  Soit  propofée  la  for- 
mule 6-\-i}x-\-6xx  pour  être  transfor- 
mee  eu  un  quatre,  nous  avons  ici  a=z6^ 
If—i  3 & c==6 , où  rti  a ni  c n’eft  un  quarré. 
Qu’On  voie  donc  iî  i>b — j^ac  devient  ütl 
quarré , on  trouve  1 5 ^ ^infi  on  eft  sûr  que 
la  formule  peut  être  repréfentée  par  deux 
fafteurs  ; ces  faêleurs  font  (i+^x)  (^-^-ix), 
Que^iî^^foit  leur  racine , on  aura  (i+3x) 

' mm(i4-^xy  , 

(3-{-2x)= n n ’ change 

^en  ynn-\~innx=:2mm~^^mmx  j d’où  l’oft 


^ imm  — î/î/i 

tire  Jf=r — rV- 


Or  afin  qu'ici 

7mm  — Xnn  L 


ïnn-^mm  ^mm—xnn  l 

le  numérateur  devienne  pofitif , il  faut  que 
3/2/1  foit  plus  grand  que  imm , & péM"  con- 
féquent  imp  plus  petit  que  3/2/2,*  *c’eft-à- 
dire  qu’il  faut  que  ~ foit  plus  petit  que.^ . 
Quant  au  dénominateur , s’il  doit  devenir 
politif,  on  voit  que  3//2/W  doit  furpalfer  2/2/2, 
& par  conféquent  ^ doit  être  plus  grand 
que  J.  Si  donc  on  veut  trouver  pour 
des  nombres  pofitifs , ü faut  prendre  pouf 
Tome  IJ,  * E 
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m ^ n des  nombres  tels  que  ^ foit  moin- 
dre que  \ & cependant  plus  grand  que  ^ . 

Soit,  par  exemple , m=.6  & n—<^ , on 
auT^’^  = ~ , ce  qui  eft  moindre  cjue  ^ & 
évidemment  plus  grand  que^  i c’eft  pour- 
;quüi  on  trouve 

• * 54- 

IV.)  Ce  troifieme  cas  donne  lieu  d’en 
confidérer  encore  un  quatrième  , qui  eft 
celui  où  la  formule  a-\-bx-\-cxx  fe  décom- 
pofe  en  deux  parties , telle  que  la  première 
foit  un  quarré  , & que  la  fécondé  foit  le 
produit  de  deux  faéleurs  ; c’ed-à-dire  que 
dans  ce  cas  la  formule  doit  être  repréfentée 
par  une  quantité  de  la  forme  pp-\-qr  ^ où 
les  lettres  p , q &'r  indiquent  des  quantités 
.de  la  forme  H eft  clair  que  la  réglé 

'^pôur  ce  cas  fera  de  faire  ^pp-\~qr=p 
c^r  on  aura  pp+qr=pp^^-^y”^\ 
où  les  PP  s’en  vont , après  quoi  l’on  peut 
•divifer  par  q , de  forte  qu’on  obtient  rz=z—^ 
*4“^%  ou  nnrz=zxmnp-\-mmq , équation 


!■ 
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par  laquelle  x fe  détermine  facilement. 
Voilà  donc  le  quatrième  cas  dans  lequel 
notre  formule  peut  fe  transformer  en  un 
quarré  j l’application  en  eft  aifée  , & nous 
allons  l’éclaircir  par  quelques  exemples. 

5 5-, 

^ Troifieme  queflion.  On  cherche  des  nom- 
bres X , tels  que  leurs  quarrés  , pris  deux 
fois , foient  de  i plus  grands  que  d’autres 
quarrés,  ou  bien  que  h on  retranche  l’unité 
d’un  de  ces  doubles  quarrés , il  refte  un 
quarré  j ain(î  que  le  cas  a lieu  pour  le  nom- 
bre 5 , dont  le  quarré  25  , pris  deux  fois, 
donne  le  nombre  5 o , qui  eft  de  1 plus  grand 
que  le  quarré  49. 

Il  faut,  d’après  cet  énoncé,  que  %xx — i 
foit  un  quarré  ; &:  comqie  nous  avons, 
fuivant  notre  formule,  a— — i , Sc 
c=i , on  voit  que  nî  a ni  c n’eft  un  quarré , 
& que  de  plus  la  quantité  propofée'he 
peut  être  décompofée  en  deux  faéléurs, 
puifque.^^ — 4ac=S  rt’eft  pas  non  plus  un 
quarré  j de  forte  qu’aucun  des  trois  premiers 

Eij 
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cas  n*a  lieu.  Mais , fuivant  le  quatrième  ^ 

cette  formule  peut  être  repréfentée  par 

'xx-^{xx — i)=zxx-\-(^x — Si 

xlonc  on  en  fuppofe  la  racine  = x+  ^ 

on  aura  xx  + ^x+i)  (x — i)  = xx+ 

, mm(x-\-iY  , . , 

* — ~ ’ équation  , apres 

avoir  effacé  les  xx  & divifé  les  autres  ter- 
mes par  AT-j-i  , donne  nnx — nnz=.imnx 
' + mm,  d’où  l’on  tire  x=.  - • & puif- 

que  dans  notre  formule  ixx — i , le  quarré 
XX  fe  trouve  feul , il  eft  indifférent  qu’on 
trouve  pour  x des  valeurs  pofitives  ou  né- 
gatives. On  peut  d’abord  même  écrire  — m 
•au  lieu  de  +/tz  , afin  d’avoir  x——-^--—. 
Si  pn  fait  ici  m = i & «=:ï  , on  trouve 
x—i  & XXX — i = i J que  fi  on  fait  m=\ 
72  = Z,  on  ttouve  X—-&L  xxx—i=.-^i 
enfin,  fi  on  fuppdfoir  /7z  = i & — z, 

on  trouveroit  xz=z — j , ou  x=z-\~^  , & 
zxx — i = ii9. 
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Quatrième  quejîion.  Trouver  des  nom- 
bres dont  les  quarrés  doublés  & augmentés 
de  2 , foient  pareillement  (tes  quarrés.  Un 
tel  nombre , par  exemple , eft  7 , le  double 
de  fon  quarré  eft  98  , & fi  on  y ajoute  2 , 
on  a le  quarré  100. 

Il  faut  donc  que  foit  un  quarré , 

& comme  a=2 , b=o  & c=2  ; de  fone 


que  ni  a ni  c , ni  bb — ^ac  ou  — 16,  ne  font 
des  cjuarrés,  il  faudra  recourir  à la  qua- 
trième réglé. 

Suppofons  la  première  partie  = 4 , la 
fécondé  fera  xxx — 2 = i(;c*[-i)(;f — i),  , 
ce  qui  donne  à la  quantité  propofée  la 
forme 

Que  2-|-”  en  foit  la  racine,  nous 
aurons  l’écjuation  4-j-i(x 


+ 


I mm 


+ 


nn 


, où  les  4 fe  rer- 


tranchent , de  façon  qu’après  avoir  divifé 
les  autres  termes  par  Jf-f-i,  on  a innx 
~-^inn  = 4mn-\-mmx~^mm , & par  coa- 
féquent 

..  E üj 


2na-mm 


{ 
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Si  on  fait  dans  cette  valeur  m—i  & 
n=i  , on  trouve  x=.j , & ixx-\^i=ioo. 
Mais  fi  m=o  & nz=i  , on  a & ixx 

57- 

Il  arrive  fouvent  aufli  que  , lorfqu’au- 
cune  des  trois  premières  réglés  n’a  lieu , 
on  ne  peut  trouver  comment  la  formule 
peut  fe  décompofer  en  deux  parties  telles 
que  la  quatrième  réglé  les  demande. 

Par  exemple  , s’il-efi:  queftion  de  la  for- 
mule 7-|-i  5 x-|-i  3XJC , la  décompofition 
dont  nous  parlons  efi  à la  vérité  poffible, 
mais  la  façon  de  la  faire  ne  fe  préfente  pas 
d’abord  à l’efprir } elle  exige  qu’on  fuppofe 
la  première  partie  =(i  — x)*  ou  i — ix 
+ XX  , de  façon  que  l’autre  efi  =6-^iyx 
-j-i  2 ATx  ; & on  reconnoît  que  cette  partie  * 
a des  fafteurs  , parce  que  17* — 4.6.12 
étant  :=! , ell:  un  qiiarré.  En  effet  les  deux 
fafteurs  firnt  (i-j-^x)  (3 ,•  de  forte 
que  la  formule  devient  (i— jc)* +(2+3;»:) 
(34-4-ï)  , & qu’on  peut  maintenant  la  ré^ 
foudre  par  la  quatrième  réglé. 
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Mais , ainfi  que  nous  l’avons  infinué,  on 
ne  doit  pas  prétendre  que  cette  décompo- 
fition  fe  trouve  fur  le  champ  ; c’eft  pour- 
quoi nous  indiquerons  encore  une  voie  gé- 
nérale , pour  reconnoître  préalablement  (î 
la  réfolution  d’une  telle  formule  eft  pofli- 
ble  ou  non  ; car  il.  y en  a une  infinité  qui 
ne  peuvent  fe  réfoudre  du  tout  : telle  eft  , 
par  exemple,  la  formule  ^xx-j-i , qui  ne 
peut  en  aucun  cas  devenir  un  quarré.  D’un 
autre  côté  il  fuffit  de  connoître  un  feul  cas 
où  une  formule  eft  polTible  , pour  en  trou- 
ver enfuite  facilement  toutes  les  folutions  ; 
c’eft  fuç  quoi  nous  allons  entrer  dans  quel- 
que détail. 

58. 

On  remarquera , d’après  ce  que  nous 
venons  de  dire  , que  tout  l’avantage  qu’on 
peut  fe  promettre  dans  ces  occafions , c’eft 
de  déterminer  ou  de  deviner,  pour  ainft 
dire , quelque  cas  dans  lequel  une  formule 
telle  que  a-\-bx-\-cxx  ^ fe  transforme  en 
•un  quarré  j & la  voie  qui  fe  préfente  na-^ 

E iv 
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turellement  pour  cela , eft  de  fuppofer  fuc- 
ceflivement  pour  x de  petits  nombres , juf^ 
qu’à  ce  qu’on  rencontre  un  cas  qui  donne 
im  quarré. 

Or,  comme  x peut  être  un  nombre  rom- 
pu , qu’on  commence  par  fubftituer  en  gé- 
néral à X une  fraftion  telle  que  ^ & fi  (a 
formule  en  réfulte , eft  un 

quarré , elle  le  fera  pareillement  après  avoir 
été  multipliée  par  uu  ; de  forte  qu’il  ne 
reftera  qu’à  tâcher  de  trouver  pour  t & 
pour  U des  valeurs  en  nombres  entiers , 
telles  que  la  formule  auu-\-btu-\-cu  foit  un 
quarré.  Il  eft  évident  qu’après  cela  la  fup- 
pofition  de  ne  peut  manquer  de  faire 
trouver  la  formule  a-\~bx-\-cxx  égale  à 
un  quarré. 

Si  enfin , quoi  qu’on  fafle , on  ne  parvient 
à aucun  cas  fatisfaifant , on  a tout  lieu  de 
foupçonner  qu’il  eft  tout -à-fait  impoflible  ' 
de  transformer  la  formule  en  un  quarré, 
ce  qui , comme  nous  l’avons  dit , arrive 
très  - fréquemment. 
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Préféntement  nous  ferons'  voir  que  , 
lorfqu’au  contraire  on  a déterminé  un  cas 
fatisfaifant , il  eft  facile  de  trouver  tous  les 
autres  cas  qui  donnent  pareillement  un 
quarré  ; on  verra  en  même  temps  que  lé 
nombre  de  ces  folutions  eft  toujours  infi- 
niment grandi 

Confidérons  d’abord  la  formule  X'\-jxXy 
où  a=z,  b=o  & c=7  , elle  devient 
évidemment  un  quarré , fi  l’on  fuppofe  x 
z=ï  ; qu’on  fafTe  donc  on  aura 

xx=i~\-ij-\-yyy  & notre  formule  devient 
$-\-^4y-\~7yy  -,  où  le  premier  terme  eft 
un  quarré  ; ainfi  nous  fuppoferons,  con- 
formément à la  fécondé  réglé , la  racine 
quarrée  de  la  nouvelle  formule 
& nous  aurons  l’équation  ^-\-i^y-\~7yy 
, où  nous  pouvons  effacer 
9 de  part  & d’autre , & divifer  par ^ cela 
fait,  nous  aurons  \4nn-\-yr1' y:=z6mn 

y\-mmyi  donc7  = ^^^,  & conféquem- 
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6mn — nnn — m , „ 

ment  x-= ou  Ion  peut 

jnn — mm  * 

adopter  pour  m & /i  telles  valeurs  qu’on 

veut. 

Si  on  fait  m=\  & n—i , on  a x~ — - ; 
ou  bien  auffi , puifque  la  fécondé  puiffance 

de  j:  eft  feule,  donc  x-\-^xx 



9 * 

Si  m—-^  & «=1  , on  a x;;=. — i , ou  x 
=+!• 


Mais  fi  /n=3  & n=L — i , on  a x=\j^ 
ce  qui  donne  z-\-jxx=:zio2')  , le  quarré 
de  2 J.  * 

Suppofons  auffi  m=S  Sc  n=^y  nous 
aurons  de  même  x— — 1 7 ou  1 7. 

Mais  en  faifant  m—S  & n=. — 3 , on 
trouve  j:=27i  j de  forte  . que  z-^’jxx 
= 514089=717*. 


60. 


Examinons  à préfent  la  formule  ^xx 
^‘ix-\-j  , qui  devient  un  quarré  par  la 
fuppofition  de  xtz=. — i.  Si  nous  faifons  par 
cette  raifon  x=y — i,  notre  formule  fe 
change  en  celle-  ci  : 
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+ 3 

+7 

507—  70+9» 

dont  nous  fuppoferons  la  racine  quarrée 
c=3  — moyennant  cela  nous  aurons 

500  — 70+9"==9  — ou  m 

— jnn=. — 6mn-^mmy  ; d’où  nous  tirons 

& enfin 

Soit  m—i  & w=i  , on  a x=z — 6,  & 
par  conféquent  5jrjr-|-3jf-^7=i69— 1 3’ . 
Mais  fi  m— — 2 & 72=1  , on  trouve  x 

?=i8,  & 5Jfjf-|-3A:-|-7=i'68i=4i*. 

61. 

♦ 

Con.fidérons  maintenant  cette  autre  for- 
mule yjrjir-j-i  ÇAT-f-i  3 , où  nous  ne  pou- 
vons que  commencer  par  la  fuppofirion  de 
x==*~  ; ayant  fubftitué  & multiplié  par  uu  , 
nous  avons  la  formule  y/r-j-i  5/w-f-i  3////, 
qui  doit  être  «n  quarré.  Eflayons  donc  de 
prendre  quelques  petits  nombres  pour  les 
valeurs  de  r & de  //. 
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Soit  t=i  Sc  «=i,  la  formule  deviendra  = 

/=»  & «=i, 1 = yi 

t=i  & «=— 1, = Il 

/=3  & K=I, =111. 

> 

Or  1 21  étant  un  quarré , c’eft  figne  que 

la  valeur  de  fatisfait  j fuppofons  donc, 

, & nous  aurons , en  fubftituanr 

dans  la  formule,  7yy-\-4iy-\~6‘^-\-i^y 

+45+13.  ou  7XK+57JK+Ï il-  Soit 

racine  =i  , nous  aurons  7yy-\-$7y 

+ iîi=I2i+^+îS,  oajnnj+jT-nn 

==iimn-f-mmjy,-  doncj>'=!^:|^, 

- 36/1/1— 2zmn+jmm 

wm— ynn  * 

Soit , par  exemple , & n=i  , on 

trouve  x= — | , & la  formule  devient  7XX 

Soit  m=i  & rt=i , on  trouve  x= — 
û & n= — I , on  a x=^^  , & la 

formule  7xx-j~i  5 jc+i  3=  (+)'• 

62. 

Mais  fouvent  on  perd  fa  peine  à cher- 
cher un  cas  où  la  formule  propofée  puilTe 
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rde venir  un  quarré.  Nous  avons  déjà  dit 
.que  formules  intrai- 

itables , & on  verra , en  lui  donnant  d’après 
•la  réglé  la  forme  yt-\-xuu , qu’en  effet, 
quelques  valeurs  que  l’on  donne  à r & à k, 
qette  quantité  ne  devient  jamais  un  «om- 
Jbre  quarré.  Et  comme  les  formules  de  cette 
efpece  font  en  très-grand  nombre , il  vau- 
.dra  la  peine  d’indiquer  quelques  carafteres 
iauxquels  on  puiffe  reconnoître  leur  impof- 
jfibilité , afin  qu’on  foit  fouvent  difpenfé 
.par- là  d’un  tâtonnement  inutile:  c’eft  à qucn 
qous  deftinons  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE  V. 


"^Dcs  cas  ou  la  formule  a-j-bx-f-cxx  ne 
peut  jamais  devenir  un  quarré. 


C^OMME  notre  formule  générale  eft  de 
trois  termes,  nous  obferverons  d’abord 
quelle  peut  toujours  être  transformée  en 
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une  autre , dans  laquelle  le  terme  moyen 
manque.  Cela  fe  fait  en  fuppofant  ; 

cette  fiibftitution  change  notre  formule  en 
celle-ci,  • 

& puifqu’elle  doit  être,  un  quarré  , qu  on 
la  fafle  on  aura  4<2C — Lb-\-yyz=c:^:^y 
& par  conféquent  Lors 

donc  que  notre  formule  fera  un  quarré , 
cette  derniere  c:^:^-\-bb — 4ac  le  fera  pareil- 
lement ; & réciproquement,  li  celle  ci  eft 
un  quarré  , la  propolée  le  fera  de  même. 
Par  conféquent , li  on  écrit  r à la  place  de 
bb — 4flc,  tout  reviendra  à déterminer~fi 
une  quantité  de  la  forme.  c:f{-|-/.peut  de- 
venir un  quarré  ou  non.  Et  comme  cette 
formule  ne  conlille  qu’en  deux  termes  , il 
eft  certainement  beaucoup  plus  facile  p^ar-  là 
de  juger  fi  elle  eft  poflible  ou  fi  elle  ne 
l’eft  pas;  c’eft  au  refte  la  nature  dés  nom- 
bres donnés  c & /,  qui  doit  nous  guider 
dans  cette  recherche. 

• • • • ■ 'f*  t » ’ • I 
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Il  eft  clair  que  fi  t=±o , la  formule 
ne  peut  devenir  un  quarré  que  dans  le  cas 
où  c eft  un  quarré } car  le  quotient  de  la 
divifion  d’un  quarré  par  un  autre  quarré 
étant  pareillement  un  quarré,  la  quantité 
ci:;'  ne  peut  être  un  quarré , à moins  que  ^ , 
c’eft- à-dire  c , n’en  foit  un.  Ainfi  quand  c 
n’eft  pas  un  quarré  , la  formule  ne  peut 
en  aucune  maniéré  devenir  un  quarré  j & 
au  contraire  , fi  c eft  par  foi -même  un 
quarré , fera  de  même  un* quarré , quel- 
que nombre  que  l’on  adopte  pour 

65. 

Si  nous  voulons  porter  un  jugement  fur 
d’autres  cas , il  nous  faudra  recourir  à ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut  au  fujet  des 
différentes  efpeces  de  nombres  confidérés 
relativement  à leur  divifion  par  d’autres 
‘nombres.  ; ' ■ • 

Nous. avons  vu,  par  exemple,  que  le 
divifeur  3 donne  lieu  à trois  efpeces  dif- 
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férentes  de  nombres  : la  première  comprend 
les  nombres  qui  font  divifibles  par  3 , & 
.qu’on  •peut  exprimer  par  la  formule  3/2. 

La  fécondé  efpece  comprend  les  non> 
bres  qui,  divifés  par  3,  laiffent  1 de  refte, 

qui  font  contenus  dans  la  formule  3«~j-i. 

A la  troifieme  efpece  appartiennent  les 
nombres,  où  le  réfidu  de  la  divifion  paj 
*3  eft  2,  & qui  fe  repréfentent  par  l’ex- 
preflion  générale 

Or,  puifque  tous  les  nombres  font  con- 
tenus dans  ces  trois  formules,  confidérons- 
en  les  quarrés.  D’abord  , s’il  s’agit  d’un 
nombre  qui  foit  compris  dans  la  formule 
3«,  nous  voyons  que  le  quarré  de  cette 
quantité  étant  9/2/2 , il  dl  divifible  non-ièu- 
lement  par  3 , mais  aufli  par  9. 

Que  li  le  nombre  donné  eft  compris  dans 
la  formule  3rz-j-i  , on  a le  quarré  ^nn 
-j-6/2-{-i  , qui,  divifé  par  3 , donné  3/222 
,-|-2/2  avec  Iç  réftdù  i , & qui  par  confé- 
quent  appartient  de  même  à la  fécondé 
efpece  3/2 -f:i. 

Enfin , fi  le  nombre  en  queftion  e^l 

compris 


Digitized  by  Google 


D*  A L C E s R E,  g£ 

compris  dans  la  formule  , on  a à 

conlidérer  le  quarré  ^nn-\^i  z/z-f-4  ; fi  on 
le  divife  par  3 ^ on  trouve  '^nn-\- ^n-^i 
'&  I de  refte  ; de  forte  que  ce  quarré  ap- 
partint, ainfi  que  le  précédent,  à refpcce 
3/z+i. 

. II  eft  clair  par-là  que  les  nombres  quarrés 
en  général  ne  font  que  de  deux  efpeces 
relativement  au  divifeur  3 ; car , ou  ils  font 
divifibles  par  3 , & dans  ce  cas  ils  font  né- 
ceflàirement  auffi  divifibles  par  9 ; ou  bien 
ils  ne  font  point  divilibles  par  3 , & dans 
, ce  cas  il  y aura  toujours  i de  réfidu  & ja- 
mais 2.  Par  cette  raifon  aucun  nombre  Con* 
tenu  dans  la  formule  , ne  peut  être 

un  quarré. 

66. 

•Il  nous  eft  facile,  au  moyen  de  ce  qu6 
nous  venons  de  dire , de  faire  voir  que  la 
formule  2 ne  peut  jamais  devenir  un 

quarré , quelque  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire qu’on  veuille  fubftituer  à x.  Car 
fi  JC  eft  un  nombre  entier , & qu’on  divife 
Tome  11.  F 
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la  formule  par  3 , il  refte  1 ; donc 

elle  ne  peut  être  un  quarré.  Enfuite  fi'  x 
eft  une  fraftion  , nous  l’exprimerons  par 
& nous  fuppoferons.qu’elle  eft  déjà  ré- 
duite à fes  moindres  termes,  & que^r  & u 
n’ont  d’autre  commun  divifeur  que  i.  Afin 
donc  que  -j-  2 fût  un  quarré , il  faudroit , 
en  multipliant  par  uu , que  ^tt~\-zuu  fut 
de  même  un  quarré  j or  c’eft  ce  qui  ne  fe 
peut  : car  remarquons  que  le  nombre  u 
eft  divifible  par  3 , ou  qu’il  ne  l’eft;  pas  j 
s’il  i’eft,  t ne  le  fera  pas , parce  que  r.&  u 
n’ont  pas  de  commun  divifeur  j c’eft  pour- 
.quoi , fi  on  fait  comme  la  formule 

devient  on  voit  bien  qu’on 

ne  peut  la  divifer  par  3 qu’une  fois  & pas 
davantage , comme  il  faudroit  pouvoir  le 
faire  fi  elle  étoit  un  quarré  } en  effet,  en 
ftivifant  d’abord  par  3 , on  a Or 

fi  d’un  ,côté  6ff  eft  divifible  par  3 , de 
l'autre  tt  étant  divifé  par  3 , laiffe  i de 
refte.  Suppofons  à préfent  que  ~u  ne  foit  pas 
divifible  par  3 , & voyons  ce  qui  refte. 
Puifque  le  premier  terme  eft  divifible  par  3,, 
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il  s’agira  uniquement  de  favoir  quel  réfidu 
donne  le  fécond  terme  luu»  Or  uu  étant 
divifé  par  3 , donne  le  refte  i , c’efl-à-dire 
que  c’eft  un  nombre  de  l’efpece  3/z-f-i  ; 
ainfi  luu  eft  un  nombre  de  l’efpece  6n-\-z , 
& en  le  divifant  par  3 il  laiffe  2 de  reile  ; 
par  conféquent  notre  formule 
fi  on  la  divife  par  3 , donne  le  réfidu  2 , 
& n’eft  certainement  pas  un  nombre  quatre. 

67. 

On  peut  démontrer  de  la  meme  ma- 
niéré , que  pareillement  la  formule  yt-\-<^uu 
ne  peut  jamais  être  un  quarré , ni  même 
aucune  des  formules  fuivantes: 

^n-\-iiuu  ^ 3//-j-i4^^«,  où  les  nombres 
5,8,11,14  &c.  divifés  par  3 , donnent 
2 pour  réfidu.  Car  fi  l’on  fuppofe  que  u 
ibit  divifible  par  3 , & que  par  conféquent 
/ ne  le  foit  pas , & qu’on  faffe  «=3/,  on 
parviendra  toujours  à des  formules  divi- 
libles  par  3 , mais  non  pas  divifibles  par  9, 
Et  fi  ü n’eft  pas  divifible  par  3 , & par  con- 
féquent que  iiu  foit  un  nombre  de  l’efpece 

F ij 
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3«-|-i  > on  auroit  le  premier  terme,  3//,' 
diviable  par  3 , tandis  que  les  féconds , 5 «w, 
^uu , I &c.  auroient  les  formes  1 5/2+5, 
24/24-8  , 33/2-}-ii  &c.  & laifleroient 
' conftamment  2 de  refte  , quand  on  les  di- 
vileroit  par  3. 

68. 

‘ Il  eft  évident  que  cette  remarque  s’étend 
même  jufqu’à  la  formule  générale  3/£ 
4-(3/2-f-2)  .////,  laquelle  en  effet  ne  peut 
jamais  devenir  un  quarté , & pas  même  en 
prenant  pour  n des  nombres  négatifs.  Si 
on  vouloir,  par  exemple  , faire  /2= — i , 
je  dis  qu’il  eft  impoflible  que  la  formule 
yt — uu  puiffe  devenir  un  quarré;  la  chofe 
eft  claire  , fi  2/  ed  divifible  par  3 ; & fi  cela 
n’eft  pas  , comme  dans  ce  cas  uu  eft  un 
nombre  de  l’efpece  3/z-j-i , notre  formule 
devient  3// — 3/2 — i , ce  qui,  étant  divifé 
par  3,  donne  le  rélidu  — i ou  -|-2,  en 
augmentant  de  3.  En  général  que  n foie 
——m , on  aura  la  formule  32  — (}/w— 2)kî/, 
qui  ne  peut  jamais  devenir  un  quarré. 
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Voilà  jufqu’oîi  nous  conduit  la  confidé- 
ration  du  divifeur  3 ; fi  nous  regardons 
maintenant  auffi  4 comme  un  divifeur 
nous  voyons  qu’un  nombre  quelconque  ell 
toujours  compris  dans  une  des  quatre  for- 
mules fuivantes: 

Le  quatre  de  la  première  efpece  de  ces 
nombres  eft  1 6nn , & il  eft  par  conféquent 
divifible  par  16. 

Celui  de  la  fécondé  efpece  4/2 -j“* 
i6n/z-|-8/z-j-i  } ainfi  en  le  divifant  par  8 , 
il  donne  i de  refte } de  forte  qu’il  appar- 
tient à la  formule  S/r-j-i. 

Le  quatre  de  la  troifieme  efpece , 4«-f-2, 
eft  1 6nn-\- 1 6n-\~4  j fi  on  divife  par  1 6 , 
if  refte  4 $ donc  ce  quarré  eft  compris  dans 
la  formule  1 6n-\-^.  Enfin  le  quarré  de  la 
quatrième  efpece  4^-f-3  > étant  \ 6nn-^i^n 
'-j-9 , oh  voit  qu’en  divifant  par  8 il  refte  i« 
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U 

70.  . 

Nous  apprenons  par-là , en  premier  lieu , 
que  tous  les  nombres  quarrés  pairs  font 
ou  de  la  forme  16/z,  ou  de  celle-ci  \6n 
-j-4  j & conféquemment  que  toutes  les  au- 
tres formules  paires , favoir  1 6n-\-i , 1 6n 
-|-6,  i6n-\-%  , i6n-\-io,  i6n 

-|-i  4 , ne  peuvent  jamais  devenir  des  nom- 
bres quarrés. 

Enfuite , que  tous  les  quarrés  impairs  font 
contenus  dans  la  feule  formule  8/2-{-i  j 
c’eft-à-dire  que  fi  on  les  divife  par  8 , ils 
laifi'ent  i de  réfidu.  Et  il  fuit  de-là  que  tous 
les  autres  nombres  impairs , qui  auront  la 
forme  ou  de  8/2 -|- 3 , ou  de  8/z-j-5  , ou 
de  8/2 -|-7,  ne  pourront  jamais  être  des 
quarrés. 

71- 

Ces  principes  fourniffent  une  nouvelle 
preuve  que  la  formule  32/-]- 22222  ne  peut 
être  un  quarré.  Car , ou  les  deux  nombres 
/ & ï2  font  impairs , ou  l’un  ell  pair  & l’autre 
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cft  impair.  Ils  ne  peuvent  être  pairs  l’un 
& l’autre , parce  que  fi  cela  étoit , ils  au- 
roient  au  moins  le  commun  divifeur  2.  Dans 
le  premier  cas  donc , où  tant  tt  que  uu 
font  compris  dans  la  formule  ,8/z-j-i  , le 
premier  terme  3/r  étant  divifé  par  8 , laif- 
feroit  le  réfidu  3 , & l’autre  terme  , luu^ 
laifTeroit  2 ; ainfi  le  réfidu  total  feroit  5 j 
ainfi  la  formule  en  queftion  ne  peut  être 
un  quarré.  Mais  fi  le  fécond  cas  a lieu , 
& que  t foit  pair  & u impair,  le  premier 
terme  3//  fera  divifible  par  4,  & le  fécond 
terme  zuu , fi  on  le  divife  par  4 , laiflera 
2 de  refte  ; ainfi  les  deux  termes  enfemble, 
divifés  par  4 , laiffent  2 de  refte , & ne 
peuvent  par  conféquent  former  un  quarré. 
Enfin , fi  on  vouloir  fuppofer  u un  nombre 
pair  =^f,  & f impair,  de  forte  que  u 
=8n-j-i  , notre  formule  fe  changeroit'en 
celle-ci,  qui,  divifée  par  8, 

laifle  3 , & ne  peut  donc  être  un  quarré. 

Cette  démonftration  s’étend  aulîLà  la 
formule  , pareillement  k 

celle-ci , (8/n-|-3)«4"‘^““  ? ^ même  aulîi 

F iv 
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à celle-ci,  (%m-\-‘Ç)tt-\-{%n-\-iyuu , où  l’on 
peut  fubftituer  à & à /2  tous  les  nombres 
entiers  tant  politifs  que  négatifs. 

■ 72. 

Mais  allons  plus  loin  & confidérons  le 
divifeur  5 , à l’égard  duquel  tous  les  nom- 
' bres  fe  rangent  en  cinq  claffes: 

ll.)5/2-|-i  ,JIl05/2+^,  IV.)5/2+3, 

Nous  remarquerons  d’abord  que  fi  un 
nombre  eft  de  la  première  efpece , fon 
quarré  aura  la  forme  2 5/2/2 , & fera  par  con- 
féquent  divifible  non-feulement  par  5 , mais 
■ suffi  par  25. 

Tout  nombre  de  la  fécondé  clafle  aura 
un  quarré  de  la  forme  25/2/2-j-io/2-|-i  j 
& comme  la  divifion  par  5 donne  le  ré- 
fidu  1 , ce  quarré  fera  compris  dans  la  for- 
piule  5«-|-i. 

Les  nombres  de  la  troifieme  efpece  au- 
ront^e quarré '25 /2/2-{-20/2-[-4 , qui,  divifé 
par  5 , donne  4 de  relie. 

Le  quarré  d’un  nombre  de  la  quatrième 
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efpece  eft  -,  fi  on  le  divife 

par  5 , il  refte  4. 

’ Enfin  le  quarré  d'un  nombre  de  la  cin- 
quième clafle  eft  i^nn-\-^on-\-\6  , qu’on  . 
divife  ce  quarré  par  5 , il  reftera  i . 

Lors  donc  qu’un  nombre  quarré  ne  peut 
être  divifé  par  5 , le  ré  il  du  de  la  divifion 
fera  toujours  1 ou  4 , & jamais  z ou  3 ; & 
il  s’enfuit  qu’aucun  quarré  ne  peut  être  con- 
tenu dans  les  formules  & 5 «-{-3. 

73- 

I * 

Nous  partirons  de-là  pour  prouver  que 
ni  la  formule  ni  celle-ci,  yt 

-j-3Wtt  , ne  peuvent  être  des  quarrés.  Car, 
ou  bien  u eft  divifible  par  5 , ou  il  ne  l’eft 
pas  i dans  le  premier  cas  ces  formules  fe- 
ront divifibles  par  5 , mais  elles  ne  le  feront 
pas  par  25  j donc  elles  ne  pourront  être 
des  quarrés.  Si , au  contraire  , u n’eft  pas 
divifible  par  5 , uu  fera  ou  5 1 , ou  5 « 

-j-4  J & 4?ns  le  premier  de  ces  cas  la  pre- 
mière formule  fe  change  en  celle-ci,  5// 
î flhi  > divifée  par  5 , laiffe  z de 


Digitizcdb.. 


90  E L É M E N g 

refte,  & la  leconde  formule  devient 
-|-iy/z-|-3  , ce  qui  étant  divifé  par  5, 
donne  3 de  refte , de  forte  que  ni  l’une  nî 
l’autre  ne  peuvent  être  un  quarré  j quant 
au  cas  de  uu=.^n-\~4 , la  première  for- 
mule devient  , ce  qui,  divifé 

par  5 , laiffe  3 ; & l’autre  devient  5^+1 5/1 
+12,  ce  qui , divifé  par  5 , laiffe  2 ; ainfî 
dans  ce  cas  les  deux  formules  ne  peuvent 
pas  non  plus  être  des  quarrés. 

On  obfervera  par  un  raifonnement  fem- 
blable  que  ni  la  formule  3//-j-(5'^“h^)““> 
ni  cette  autre,  , ne  peu- 

vent devenir  des  quarrés , puifqu’on  par- 
vient aux  mêmes  réfidus  que  nous  venons 
de  trouver.  On  pourroit  même  écrire  dans 
le  premier  terme  j/n/raulieude  5«,  pourvu 
que  m ne  foit  pas  divifible  par  5. 

74- 

De  ce  que  tous  les  quarrés  pairs  font 
compris  dans  la  formule  411 , ^ tous  les 
quarrés  impairs  dans  la  formule  4n-\-i  , & 
que  par  conféquent  ni 
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ne  peuvent  devenir  des  quarrés , il  s’enfuit  . 
que  la  formule  générale 

ne  peut  jamais  être  un  quarré.  Car 
fuppofdns  que  t foit  pair,  tt  pourra  être 
divifé  par  4 , & l’autre  terme  étant  divifé 
par  4 , donnera  3 de  relie  ; & li  nous  fup- 
polbns  les  deux  nombres  r & a impairs, 
les  relies  de  tt  & de  uu  feront  i , & par 
conféquent  le  rélîdu  de  la  formule  entière 
fera  2 j or  il  n’ell  aucun  nombre  quarré  qui, 
divifé  pqr  4,  lailTe  2 de  relie. 

Nous  remarquerons  aufli  que  tant  m que 
n peuvent  même  être  pris  négativement , 
ou  = o , & qu’il  s’enfuit  que  les  formules 
3«-}-3«M  & 3« — uu  ne  peuvent  pas  non 
plus  fe  transformer  en  des  quarrés. 

75-  • ■ 

De  même  que  nous  avons  trouvé  pour 
un  petit  n >mbre  de  divifeurs , que  quelques 
efpeces  de  nombres  ne  peuvent  jamais  de- 
venir des  quarrés , on  pourroit  déterminer 
de  pareilles  efpeces  de  nombres  pour  tous 
les  autres  divifeurs. 


Ef'peces  des 
Nombres, 
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Qu’il  s’agifîe  du  divifeur  7 , on  aura  k 
diftinguer  fept  différentes  efpeces  de  nom- 
bres , dont  nous  examinerons- auffi  les: 
quarrés. 

Leurs  Quarrés  font  de 
refpece , 

--S/- — — — 

?n 
7^+1 

7n-\-z 
7/2-I-2 

7/7+I*' 


in. 

IV.  7/z-j-3 

V.  yn+4 

VI.  7'2-j-5 

VII.  7n-\-6 


49/2 /Z 

49/2/2^1 4n-{-  I 
49/2/2-j-28/2-|-  4 

49/2/2-j-42/2-}-  9 
49/222-|-5622-|-i6^ 
49n/2-[-70/2-|-2  5 
49/2/2-|-84/2-j-36 
Puis  donc  que  les  quarrés  qui  ne  font 
pas  divifibles  par  7 , font  tous  contenus 
dans  les  trois  formules  7/2-j-i , 7/2-I-2,  7/2 
-}-4,  il  eft  clair  que  les  trois  autres  for- 
mules, 72z-[-3 , 7/2-}- 5 & 7/2-|-6  , ne  s’ac- 
cordent pas  avec  la  nature  des  nombres 
quarrés, 

76. 

Pour  entrer  encore  mieux  dans  le  fens 
de  cette  conclufion , on  remarquera  que 
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la  derniere  efpece  , 'jn-\-6 , peut  auffi  s’ex- 
primer par  7/2 — I ; que  pareillement  la 
formule  7/2 -j-J  eft  la  même  que  722  — 2, 
& 7/2-I-4,  la  même  que  7/2 — 3.  Car, 
cela  pofé,  il  eft  évident  que  les  quarrés  des 
deux  efpeces,  & 7/2 — j , fi  on  les 

divife  par  7 , donneront  le  même  réfidu  i; 
& que  les  quarrés  des  deux  efpeces , 722-^2 
& jn — 2,  doivent  fe  reffembler  de  la 
même  maniéré.  • 

77- 

En  général  donc,,  quel  que  foit  le  di- 
vifeur , que  nous  indiquerons  par  la  lettre 
les  différentes  efpeces  de  nombres  qui 
en  réfultent , font 
dn  ; 

dn-\-i  , t//2-|-2,  2//2-j“3,  &c. 
dn  — I,  dn — 2,  dn  — 3,  &c.» 
où  les  quarrés  de  dn-\^i  & dn — i ont  cela 
de  commun , qu’étant  divifés  par  d , ils 
iaiffent  le  refte  i’ , de  forte  'qu’ils  appar- 
tiennent à la  même  formule  dn-\-\  j de 
même  les  quarrés  des  deux  éfpeces  dn-\-x 
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& dn  — 2,  appartiennent  à la  même  foi^* 
mule  De  façon  qu’on  peut  conclure 

en  général  que  les  quarrés  des  deux  ef- 
peces , dn-\-a  & dn — a , étant  divifés  par 
d , donnent  un  même  réfidu  aa , ou  celui 
qui  refte , en  divifant  aa  par  d, 

78. 

I Ces  remarques  fuffifent  pour  indiquer  une 
infinité  de  formules,  telles  que  att+buu,  qui 
ne  peuvent  en  aucune  maniéré  devenir  des 
quarrés.  C’eft  ainfi  que  le  divifeur  7 donne 
facilement  à connokre  qu’aucune  de  ces 
trois  formules,  ytt-\-6uu, 

ne  peut  devenir  un  quarré  ; parce  que  la 
divifion  de  u par  7 ne  donne  pour  réfidu 
que  I , ou  2 ou  4 ; & que  dans  la  première 
de  ces  formules  il  refie  ou  3 , ;Ou  6 ou  5 , 
dans  Ja  fécondé , 5 , 3 & 6 , & dans  la 
troifieme , 6 , ou  5 ou  3 , ce  qui  ne  peut 
' avoir  lieu  dans  des  quarrés.  Lors.donc  qu’on 
rencontre  de  pareilles  formules , on  eft  sûr 
qu’on  feroit  des  efforts  inutiles  en  cherchant 
à deviner  quelque  casoùellesdeviendroient 
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des  quarrés , & c’eft  pourquoi  les  confidé- 
rations  dans  lefquelles  nous  venons  d’entrer, 
ne  laiffent  pas  d’être  importantes. 

Si , au  contraire  , une  formule  propofée 
n’eft  pas  de  cette  nature , nous  avons  vu 
dans  le  Chapitre  précédent  qu’il  fufïit  de 
trouver  un  feul  cas  où  elle  devient  un 
quarré  , pour  être  en  état  de  déduire  de 
ce  cas  une  infinité  d’autres  cas  pareils. 

La  formule  propofée  étoit  proprement 
axx-\-b  ^ & comme  on  trouve  ordinaire- 
ment pour  X des  fraftions , nous  avions  fup- 
pofé  x=‘-,  en  forte  qu’il  s’agiflbit  de  tranf- 
former  en  un  quarré  la  formule  att-\-6uu. 
Mais  il  ne  laiffe  pas  d’y  avoir  fouvent 
une  infinité  de  cas  où  x peut  même  être 
affigné  en  nombres  entiers , & c’eft  de  la 
détermination  de  ces  cas  que  nous  nous 
occuperons  dans  le  Chapitre  fuivant. 


9^ 
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CHAPITRE  VL 

]Des  Cas  en  nombres  entiers  , oà  la  formule 
, axx-|-b  devient  un  quarré. 

79- 

^Jous  avons  déjà  fait  voir  plus  haut 
comment  on  doit  transformer  des  formu- 
les telles  que  a-\-bx-\-cxx,  fi*  on  veut  en 
retrancher  le  fécond  terme  ; ainfi  nous 
n’étendrons  qu’a  la  formule  axx-f-h  les  re- 
cherches préfentes',  où  il  s’agira  de  trouver 
pour  X uniquement  des  nombres  entiers, 
qui  puiflent,  transformer  cette  formule  en 
un  quarré.  Or  il  faut , avant  toutes  choies , 
qu’une  telle  formule  loir  poffîble  ; car  fi  elle 
ne  l’eft  pas^  on  ne  trouvera  pas  même  pour 
X des  veleurs  fraéfionnaires , bien  loin  de 
pouvoir  trouver  des  nombres  entiers. 

8o. 

Qu’on  fuppofe  donc  axx-\-b=yy  ^ où 
« & ^ font  des  nombres  entiers  , & où  jc 

& 
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& V doivent  être  de  même  des  nombres 
entiers. 

Or  il  efl:  abfolument  néceffaire  ici  qu’on 
fâche , ou  qu’on  ait  déjà  trouvé  un  cas  en 
nombres  entiers , fans  quoi  ce  féroit  une 
peine  perdue  de  chercher  d’autres  cas  l'em. 
blables , puifqu’ü  fe  pourroit  que  la  for- 
mule fût  impoflible. 

Ainfi  nous  fuppoferons  que  cette  for- 
mule devienne  un  quatre  , fi  l’on  fait  x—f, 
& nous  indiquerons  ce  quatre  par  gg , en 
forte  que  aff-\-l>—gg , où  / & ^ lont  des 
nombres  connus.  Tout  fe  réduit  donc  à 
déduire  de  ce  cas  d’autres  cas  femblables  ; 
& cette  recherche  efi:  d’autant  plus  impor- 
tante , qu’elle  efl:  fujette  à des  difficultés 
confidérables  que  nous  viendrons  cependant 
à bout  de  furmonter  par  les  artifices  qu’on 
verra. 

8i. 

Puifqu’on  a déjà  trouvé  aff-\-bz=zgg,  8c 
que  d’ailleurs  il  faut  auffi  que  axx  \-b=:zy y, ^ 
fouftrayons  la  première  équation  de  la  fe- 
Tomc  //,  G 
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conde,  & nous  en  aurons  une  nouvelle, 
axx  — aff=.yy — gg  ^ qui  peut  le  repré- 
fenter  par  des  fa6leurs  de  la  maniéré  lui- 
vante,  a{x-^f)  {x—f)  — {y^g)  {y— g), 
6c  qui  en  multipliait  de  plus  les  deux  mem- 
bres par  pq,  devient  apq(x-\-f)  (x — f) 
=pq(y-^g)  (y  — g).  Si  nous  décompo- 
fons  maintenant  cette  équation  , en  faifant 

^ ^(^— /) 

!=p{y — g)  ^ nous  pourrons  tirer  de  ces 
deux  équations  des  valeurs  des  deux  lettres 
JC  èiy.  La  première  , divifée  par  q , donne 
y ~^g=. ^ ; la  fécondé,  divifée  par  p, 
donne  y — fouftrayant  cette  der- 
nière égalité  de  l’autre , on  a 2^ 
^(^FPzlÛLt^tÆ  ^ ou  ipqg—(app  — qq)x 

^{cLpp-\-qq')i » donc  x=—~ (jpp±9j]f 

6c  par -là  on  obtient  y — ■ 

I ^ i ^PP~^^ 

— Et  comme  dans  cette  der- 

{app-qq)p  p 

niere  valeur  les  deux  premiers  termes, 
contenant  tous  deux  la  lettre  g , peuvent 
être  mis  fous  la  forme  6c  que  les 

deux  autres  termes , contenant  la  lettre  f, 
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peuvent  s’exprimer  par  — , tous  les 
termes  feront  réduits  à la  même  dénomi- 
nation, & on  aura 

J app-qj 

82. 

Ce  procédé  femble  d’abord  ne  point  con- 
venir à notre  but,*pi!i/'que  devant  trouver 
pour  X & pour  des  nombres  entiers , nous 
fommes  parvenus  à des  réfultats  fraélion- 
naires , & qu  il  s agiroit  de  traiter  cette 
nouvelle  queftion , quels  nombres  on  peut 
fubftituer  à /?  & à ^ pour  que  les  fraftions 
difparoiffent  ? quejlion  qui  paroît  plus  dif- 
ücile  encore  que  notre  queftion  principale. 
Mais  on  peut  employer  ici  un  artifice  par- 
ticulier , qui  nous  fera  parvenir  facilement 
au  but;  nous  allons  l’expliquer: 

Comme  tout  doit  être  exprimé  en  nom- 
bres entiers  , ,faifons 
' — n , pour  avoir  x=:ng — mf,  & yz=^mg 
~~naf. 

Or  nous  ne  pouvons  pas  prendre  ici  m & 
n à volonté , puifqiie  ces  lettres  doivent  le 
déterminer  de  façon  à répondre  aux  déter- 

G ij 
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minations  précédentes  ; ainfi  nous  confidé- 
rerons  pour  cet  effet  leurs  quarrés , & nous 

aap^-\-iappqq-\-q* 

verrons  que  mm  — — * - ■ - 4 

^ aap  — 

Appqq 


Ci  nn=.- 


±LCJJ  — — & que  par 

iappqq-\-q 


aap 

conféquent  mm — ann 
. aap*  zappqq-\-q* — j[appqq 
aap*  ^lappqq-^q* 


aap*  — zappqq-^q* 
aap*  — ^^ppqq~^q* 

83. 


I. 


On  voit  par -là  que  les  deux  nombres 
m & /2  doivent  être  tels  que  mm—an?i-^i, 
Ainii , comme  a eft  un  nombre  connu,  il 
fondra  commencer  par  fonger  aux  moyens 
de  déterminer  pour  n un  nombre  entier, 
tel  que  ann-\-\  devienne  un  quarré  j car 
après  cela  m fera  la  racine  de  ce  quarré  j 
& quand  on  aura  déterminé  pareillement 
le  nombre  /,  de  maniéré  que  off-^b  de-  . 
vienne  un  quarré  , favoir  ^^,  on  aura  pour 
X & pour  y les  valeurs  luivantas  en  nombres 
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entiers  J x—ng — mf  èi.  y~mg — naf,  8c 
enfin  par-là  ax'x-^b—yy^ 

84» 

11  eft  évident  qu’ayant  une  fois  trouvé 
m & n,  on  peut  écrire  à leur  place  — m 
& — /2 , parce  que  le  quatre  nn  ne  lailTe 
pas  de  relier  le  même. 

Mais  nous  avons  fait  entendre  que  pour 
trouver  x 8c  y en  nombres  entiers , de  ma- 
niéré que  axx-]^b=yy  ^ il  falloir  d’abord 
connoîrre  un  cas  , tel  que  ajf-\-b=zgg ^ 
lors  donc  qu’on  aura  trouvé  un  femblable 
cas , il  faudra  tâcher  encore  de  connoîrre  , 
outre  le  nombre  a,  des  valeurs  de  w & 
de  /Z,  telles  que  ann-\-\~mm , 8c  nous 
en  donnerons  la  méthode  dans  la  fuite. 
Quand  enfin  tout  cela  fera  fait,  on  aura 
un  nouveau  cas  , favoir  xz=zng  \-mf , 8c  y 
y & après  cela  axx-\-b~yy.  " 

Mettant  enfuite  ce  nouveau  cas  à la 
place  du  précédent,  qu’on  avoit  regardé 
comme  connu;  c’ell-à-dire , écrivant  ng 
^rnf  au  lieu  de /,  & mg-\-naf  au  lieu  de^, 

G iij 
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on  aura  pour  a:  & y de  nouvelles  valeurs,' 
par  lelquelles,  fi  on  les  fiibftitue  à jc  & à 
y , on  en  trouve  enfuite  d’autres  nouvelles , 
& ainfi  de  fuite  aufii  loin  qu’on  voudra  ; 
de  forte  qu’au  moyen  d’un  feul  cas  qu’on 
connoifibit  d’abord , on  en  détermine  après 
cela  une  infinité  d’autres. 

85. 

La  maniéré  dont  nous  femmes  parvenus 
à cette  folution  étoit  aflez  embarrafîee  , & 
paroiflbit  d’abord  nous  éloigner  de  notre 
but , puifqu’elle  nous  avoit  conduits  à des 
fraélions  compliquées  qu’un  hafard  favo- 
rable a feul  pu  réduire  j il  fera  donc  à pro- 
pos d’indiquer  une  voie  plus  courte,  qui 
conduit  à la  même  folution. 

86. 

Puifqu’il  faut  que  axx-\~b—yy , & que 
l’on  a déjà  trouvé  aff-\-b=zgo^  la  première 
équation  nous  donne  b-=:yy — axx , & la 
fécondé  donne  b— g g — aff;  par  confé- 
quent  il  faut  auffi  que  yy — axx=gg — aff, 
& tout  fe  réduit  maintenant  à déterminer 
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les  inconnues  x Sz  y par  le  moyen  des  quan- 
tités connues g.  On  voit  que  pour  cet 
effet  on  pourroit  faire  fimplement  xz=f 
j—gi  mais  on  voit  auffi  que  cette  fup- 
polition  ne  fourniroit  pas  un  nouveau  cas 
outre  celui  qu’on  connoiffoit  d’avance. 

Ainfi  nous  fuppoferpns  qu’on  ait  déjà' 
trouvé  pour  n un  nombre  tel  que  ann-\-i 
foit  un  quarré,  ou  bien  que  ann-^\=mm ; 
cela  pofé  , nous  avons  mm — ann  = \ ; & 
en  multipliant  par  cette  équation  la  der- 
nière que  nous  avions *ci-deffus , nous  trou- 
Tons  auffi  que  y y — axx—(gg  — 

(mm  — ann)z=:ggmm  — affmm  — a g'  nn 
^aaffnn,  Suppofons  à y—gm 

>-\-afn  ^ nous  aurons  gg^rn-^xaf gmn. 
^aaffnn — axxr=.ggmm  — affmm  — ■ aggnn  - 
>^aaffnn  , où  les  termes  ggmm  & aajfnn  fe 
détruifent  j de  forte  qu’il  relie  axx—ajfmm 
^aggnn-f-rafgmn  ^ ou  xx=.ffmm-\-ggnn, 
gm  n ; or  cette  formule  eft.  évidem- 
ment un  quarré , & donne  x—fm-fgn  } 
ainfi  nous  avons  trouvé  pour  af  & jy  les 
mêmes  formules  que  ci-deffus. 

G iv 


Ï04  E L é M E N‘  s 

87.  . 

Il  fera  néceflaire  maintenant  de  rendre 
cette  folution  plus  claire  , en  l’appliquant 
à quelques  exemples. 

Première  cjuejiion.  Trouver  pour  x tou- 
tes les  valeurs  en  nombres  entiers  , telles 
que  XXX — 1 devienne  un  quarré  , ou  qu’on 
ait  XX X — i=:yy. 

Nous  avons  ici  a = 2 & b=.- — i , & il 
fe  préfente  auffi-tôt  un  cas  fatisfaifant , qui 
eft  celui  où  x=:i  & y—i.  Ce  cas  connu 
nous  donne  f~i  & ; or  il  s’agit  de 

plus  de  déterminer  une  valeur  de  n , telle 
que  2/2/2-|-i  devienne  un  quarré  mm  i & 
on  voit  d’abord  auffi  que  ce  cas  a Ueu  quand 
n — x^  & par  conféquent  /tz  = 3 j ainfi 
chaque  cas  connu  pour/&  g nqus  donnant 
ces  nouveaux  cas  x^i-iff-^-xg  Scy  = ^g 
*-j-  4f,  nous  tirons  de  la  première  folution , 
f=i  & ) les  nouvelles  folutions  fui- 

vantes  : 


X=f—l 

5 

^9 

II 

0, 

II 

7 

41 

169 

239  &c. 
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88. 

Seconde  quefiion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres triangulaires , qui  font  en  même  temps 
des  quarrés. 

Soit  la  racine  triangulaire , ce  fera  le 
triangle  qui  devra  être  en  même  temps 
un  quarré  ; & fi  nous  nommons  x la  ra- 
cine de  ce  quarré,  il  faudra  que — 
Multiplions  par  8,  nous  aurons 
= Sxx  ; & ajoutons  encore  i de  chaque 
côté,  pour  avoir  4^{-]-4^-|-i=(2{-j-i )* 
c=8.stïf-}-i.  Ainli  la  quellion  efi  de  faire 
en  forte  que  8a:jc^i  devienne  un  quarré  j 
car  fi  l’on  trouve^8  on  aura 

y=i:^-\-ï  , & conféquemment  la  racine 
triangulaire  cherchée, 

Or  nous  avons  a=S  & 6=i  , 8r  un 
cas  fatisfaifant  faute  aux  yeux , (sivoiv  f=o 
On  voit  de  plus  que  S/z/r-j-i 
z=mm^  en  faifant  n = \ & mz=zi^  ; donc 
^—3/4-^  ^ y— i ^ puifque 
, nous  aurons  les  folutions  fuivantes  : 
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X = f =0 

I 

6 

35 

204 

1 189 

3 

17 

99 

577 

3363 

I 

8 

49 

288 

1681  &c, 

i 

89. 

Troifieme  quejlion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres pentagones  , qui  font  en  même  temps 
des  quarrés. 

Que  la  racine  foit  , le  pentagone  fera 
, que  nous  égalerons  au  quarré  xjcy 
ainfi  i multipliant  par  12  & 

ajoutant  l’unité,  nous  avons  36^^ — i 
= 14xx-^i=z=(^6^  — & faifant  14XX 

4"^  faudra  que  y — 61 — i , & 

f 6 * 

Puifqu’ici  a=i4  Sc  ù = i , on  connaît 
le  cas  f—o  & j & comme  il  faut 
que  î4/in-j-i  =mm , on  fera  , ce 
qui  donne  m—'^  j ainfi  on  aura  x=.tjf-^g 
^ ^ non  - feulement 

rnais  aufli  parce  que  l’on 

peut  écrirejy'—i — 6^;  de-là  réfultent  enfin 
les  folutions  fuivantes  : 
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:ir—  / ^0 

I 

t 10 

99 

980 

y—  g —1 

5 

49 

00 

4801 

y-hi  I 

1 

iL 

81 

2401 

__ 

1 ~ ï 

ou  {^^^0 

a 

' ï 

3 

-8 

1 141 

r 8 

[-  800  &c. 

90. 

Quatrième  quejlion.  Trouver  tous  les 
quarrés  en  nombres  entiers , qui , pris  fept 
fois  & augmentés  de  2 , «redeviennent  des 
quarrés. 

On  demande  par  conféquent  que  'jxx 
^ où  a — ’j  & b=.i.  \ & le  cas 
connu  tombe  aufli-tôt  fous  les  fens,  c’eft- 
à-dire  x=\  ; de  forte  que  x=f:=i  , & 
yz=g=-^.  Si  Ton  confidere  enfuite  l’équa- 
tion jnn-\-i=mm  , on  trouve  facilement 
auffi  que  n=z^  & m=S -,  donc  x—Sf 

4“ 3^  ^ J— ^ 

folutions  qui  fuivent: 

x:=f—i  17  271 

y—g—^  45  717  &c- 
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91- 

Cinquième  que  [lion.  Trouver  tous  les 
nombres  triangulaires , qui  font  en  même 
temps  pentagones. 

Que  la  racine  du  triangle  foit  =:=p  Sz 
celle  du  pentagone  =q,  il  faudra  que^^ 

ou  3^^ — q~pp-^p  • qu’on  cher- 
che q , on  aura  d’abord  qq=-q-^^-l^  ^ & 

de-là  + ou’ 

Pgj.  conféquent  il  s’agit 
de  faire  en  forte  que  iipp-\-iip-\-i  de- 
vienne un  quarré , & même  en  nombres 
entiers.  Or  comme  il  y a ici  un  terme 
moyen  irp,  on  commencera  par  faire  p 
moyen  de  quoi  on  aura  iipp 
— 6x-^^  & i2pz=::6x  — 6,  par 
conféquent  i ipp-^i  ip+i=:-^xx — i;  c’ell: 
cette  derniere  quantité  préfentement  qu’il 
ell  quelHon  de  transformer  en  un  quarré. 

Si  donc  on  fait  '^xx — 2=;;:^^,  on  aura 
^ 3iniî  tout  dépend  de 

la  formule  3.VX — & on  a ici  a—j 
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& hz= — 1 ; de  plus  un  cas  connu  x=f 
~ I & y:=.g=  I J enfin  dans  l’équation 
/nm:=3/2/2-}-i  , on  a n:^i  & ; donc 

on  trouve  tant  pour  x 6c  y que  pour p ^ 
les  valeurs  fuivantes: 

D’abord  & 7=^5+}/» 

enfuite  : 


X=f—J 

3 

II! 

1 

y=g=zi 

5 

^9 

p=^o 

I 

I 

5 

10 

I 

‘i 

T 

ou  q—O 

~ ^ 

- 3 

parce  qu’on  a auffi  q=z^-^. 

92.  ^ 

Jufqu’à  préfent , quand  la  formule  pro- 
pofée  contenoit  un  fécond  terme  , nous 
étions  obligés  de  lé  retrancher  ; mais  on 
ne  laifie  pas  de  pouvoir  appliquer  la  mé- 
thode que  nous  venons  de  donner,  fans 
faii;^  difparoître  ce  fécond  terme  j nous  al- 
lons encore  en  expliquer  la  maniéré.  ' 
Soit  axx-\-bx'\-c  la  formule  propofée 
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qui  doit  être  un  quarré , ou  =yy , & qu’on 
connoiffe  déjà  le  cas  aff-\-bf-\~c—gg. 

Si  on  fouftrait  cette  équation  de  la  pre- 
mière, on  aura  a{xx — — f) 
— ggi  ce  qu’on  peut  exprimer  par  des 
faveurs  de  cette  façon:  (x — f)  (ax+af+b) 

^(j—g)Cy-}-g)'  Qu’on  multiplie  de 
part  & d’autre  par pq , on  aura  p^{x — f) 
(ax-yaf-\-b)=p^(y—g)(y-^g'^^  & 
on  décompofera  cette  équation  en  ces  deux, 
l.)p(x—f)=zq(y—g)^  ll)^(^ax-\-af-\-b) 
^P(y~\~g)'  Multipliant  maintenant  la 
première  par  p & .la  fécondé  par  q , & 
fouftrayant  le  premier  produit  du  fécond , 
^ obtient 

=:  igp<j,  ce  qui  donne  x=.-^^ 

r i aqj-pp  oqj~pp 



aqq- PP  * 

Mais  la  première  équation  eft  q(y — g) 


Zafqq 


,aqq  - pp  aqq  ■ 

HPP 


=^p{x-f)=p{^ 

ainfî  y — p- 

O oqq PP  ^ PP 

par  conféquent  y=xp( 

J.  ^ O \ aqq-  PP  J 

'>pq 


laq 


■pp  aqq 

hq 


-pp)"» 


aqq  - pp 


& 


2jfpq 


aqq-pp 


aqq-pp 

Il  s’agit  ici  de  chafler  les  fraflloiis  ; 
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faifons  pour  cet  effet,  comme  ci-devant, 
— ^ gj  nous  aurons 

aq<i-pp  ’ “11- PP 

- — — • donc  xszng 
&L  y=mg—naf—'-  6n, 
OÙ  les  lettres  m 6>c  n doivent  être  telles, 
ainfi  qu’auparavant , que  mmz=ann-\-i, 

93-  ' 

Les  formules  que  nous  venons  de  trou- 
ver pour  AT  & pour^ , font  encore  mêlées 
avec  des  fraftions , puifqu’il  y en  a dans 
les  termes  qui  renferment  la  lettre  & 
cela  fait  qu’elles  ne  répondent  pas  à notre 
but.  Mais  il  faut  remarquer  que , fi  de  ces  . 
valeurs  on  paffe  aux  fuivantes , on  trouve 
conffamment  des  nombres  entiers , qu’à  la 
A vérité  on  eût  trouvés  beaucoup  plus  faci- 
" lement  par  le  moyen  des  nombres  p àc  q 
que  nous  avions  introduits  dès  le  commen- 
cement. En  effet , qu’on  prenne  p ôc  q y 
de  façon  que  pp—aqq-\-i  , on  aura  aqq 
— pp— — I , & les  fraèHons  difparoîtront. 
Car  alors  x=—igpq-\-f{pqq^-pp)  -\-bqq , 
èL  y=^--g(iiqq-\-pp)-\-^afpq-\-bpq  i mais 
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comme  dans  le  cas  connu  affY‘i>f-\~c~ggy 
on  ne  rencontre  que  la  fécondé  puiffance 
de^,  il  eft  indifférent  quel  ligne  l’on  donne 
à cette  lettre  j qu’on  écrive  donc  — g au 
lieu  de  -{-g^  on  aura  les  formules  x:=zxgpq 

> & y—gip^i^i-^-pp) 
^iafpq-\-bpq , & on  fera  affuré  mainte- 
nant que  axx-\-bx~\-c=yy. 

Qu’on  cherche , par  exemple , les  nom- 
bres hexagones , qui  font  auffi  des  quarrés. 
Il  faudra  que  ixx — x=.yy , où  , 
— 1 & c— o,  & le  cas  connu  fera  évi- 
demment X=zf=:\.  y—g=:i. 

De  plus,  pour  que  ppzz=.zqq-^i , il  faut 
que  q—i  & Z’— 3 » ainfi  l’on  aura  x—i  xg 

4“  1 7/— 4 , & y=z  I qg-\-  X 4 f~(S  , d’où  ré- 

fultent  les  valeurs  qui  fuivent  : 


y=g=i 


M 

35 


841 

1 189  &c. 


f 
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Arrêtons-nous  encore  à notre  première 
formule,  où  le  fécond  terme  manquoit, 
& examinons  les  cas  qui  font  de  la  for- 
^ mule 
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inule  axx-\-b  un  quarré  en  nombres  en- 
tiers. 

Soit  donc  axx-\-b=yy , & il  s’agira  de 
remplir  deux  conditions:  j 

1®,  Qu’on  connoifle  un  cas  où  cette 
équation  ait  lieu , & nous  fuppoferons  cè 
cas  exprimé  par  l’équation  aff-\-bz=zgg. 

2°.  Qu’on  connoifle  des  valeurs  de  m 
& de  n,  telles  que  , ce  que 

nous  enfèignerons  à trouver  dans  le  Cha- 
pitre fuivant. 

De -là  réfulte  un  nouveau  cas , favoir  x 
z=ng-^mf,  & y=:mg-\~a7if,  qui  conduit 
enfuite  à d’autres  cas  pareils  , que  nous  re- 
préfenterons  de  la  maniéré  fuivante  : 
x—f  A B C D E ' 

P Q R S T Sic. 

ob  A=ng  + mf  B=nP  + mA  C =nQ  + mS  D=nR  +mC 
& P=mg+anf  Q=mP+anA  R=mQ+an£  S =mR-t-ariC6cc^ 

Si  ces  deux  fuites  de  nombres  fe  continuent 
très-aifément  auflî  loin  qu’on  veut. 

95- 

On  remarquera  cependant  qu’il  n’cft  pas 
poUible  ici  de  continuer  la  fuite  füpérieure 
Tome  IL  H ' 
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pour  a:  , fans  avoir  l’inférieure  fous  les  yeux; 
mais  il  eft  facile  de  lever  cet  inconvénient 
& de  donner  une  réglé , non  - feulement 
pour  trouver  la  fuite  fupérieure  fans  con- 
noître  l’inférieure  , mais  auflî  pour  déter- 
miner celle-ci  fans  le  fecours  de  l’autre.  . 

Il  faut  obferver  que  les  nombres  qu’on 
peut  fubftituer  à ac  fe  fuivent  dans  une  cer- 
taine pro'grefTion , telle  que  chaque  terme, 
comme , par  ex.  E , peut  fe  déterminer  par 
les  deux  termes  précédens  CScD,  fans  que 
l’on  foit  obligé  de  recourir  aux  termes  infé- 
rieurs jR  & .S".  En  effet , puifque  E=.nS+mD 
z=zn{mR-^anC)  -\-m(nR-^mC)z=Ë imnR 
>^annC-^mmC  ^ & que  nRz=.D — mC  ^ 
on  trouve  E—iniD  — mmC-\-annC , ou 
E—imD  — (^mm  — ann')C  , ou  enfin  E 
— C,  à caufe  de  mm~ann-^i 
& de  mm — min—i  ; moyennant  quoi  on 
voit  clairement  comment  chaque  terme  fe 
détermine  par  les  deux  qui  le  précèdent. 

Il  en  eft  de  même  à l’égard  de  la  fuite 
inférieure  ; car  puifque  T—mS-\-anD , & 
D^^nR'-^^mC  y on  a T=.mS -\-annR 
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'^amnC.  De  plus  S=mR-\-anC , ainfi 
anC=.S — mR-,  & û l’on  fubftitue  cette 
valeur  de  anC , il  vient  T=imS — R,  ce 
qui  prouve  que  la  progreffion  inférieure 
fuit  la  même  loi  ou  la  même  réglé  que  la 
fupérieure. 

Qu’on  cherche^ par  exemple,  tous  les 
nombres  entiers  x , tels  que  ixx — iz=.yy. 
On  aura  d’abord  f—i  & g—i  i enfuite 
mr^=inn-\-i  , (î  ?2=i  & m—-^.  Donc, 
puifque  A—ng+mf=i^ , les  deux  premiers 
termes  feront  i & 5 , & on  trouvera  tous 
les  fuivans  par  la  formule  E—6D  — C } 
c’eft  à-dire  que  chaque  terme  pris  lix  fois 
& diminué  du  terme  précédent , donne  le 
terme  fuivant.  Il  fuit  de-là  que  les  nombres 
X que  nous  cherchons , formeront  la  fuite 
que  voici: 

I,  5 , 29,  169,  985 ,4741  j &c. 

On  peut  continuer  cette  progreffion  auffi 
loin  qu’on  veut  j & fi  l’on  vouloir  y intro- 
duire auffi  des  termes  fraêlionnaires  , ori 
en  trouveroit  une  infinité  par  la  méthode 
que  nous  avons  donnée  plus  haut. 
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CHAPITRE  VII. 

D’urvt  Méthode  particulière , par  laquelle  la 
formule  ann-|-*i  devient  un  quarré  en 
nombres  entiers. 

96’. 

E que  nous  avons  enfeigné  dans  le 
Chapitre  précédent , ne  peut  s’exécuter 
d’une  maniéré  complette,  à moins  qu’on 
ne  foit  en  état  d’afligner  pour  un  nombre 
quelconque  a un  nombre  n,  tel  que  ann 
-j-i  devienne  un  quarré  , ou  qu’on  ait  mm 
=ann-\-i. 

Si  on  vouloir  fe  contenter  de  nombres 
rompus  , cette  équation  feroit  facile  à ré- 
foudre, vu  qu’on  n’auroitqu’à  faire  m^i 
; car  dans  cette  fuppofition  on  a mm 

> où  l’on  peut 
retrancher  i de  part  & d’autre  , & divifer 
enfuite  les  autres  termes  par  n , de  forte 
que  multipliant  de  plus  par  qq , on  obtient 
rpq->t-nppz=.anqq  cettç  équation  donnant 

% 
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fourniroit  une  infinité  de  va- 

"îî  -rp 

leurs  de  n.  Mais  comme  n doit  être  un 
nombre  entier,  cette  méthode  ne  nous  fier- 
viroit  de  rien , & il  faudra  en  employer 
une  toute  autre  pour  arriver  à notre  but. 

97- 

Nous  devons  commencer  par  remarquer 
que  fl  on  vouloir  que  ann-\- 1 fût  un  quatre 
en  nombres  entiers  pour  une  valeur  quel- 
conque de  a , on  exigeroit  une  chofe  qui 
n’eft  pas  toujours  poflible. 

Car  d’abord  il  faut  exclure  tous  les  cas 
où  a feroit  un  nombre  négatif  j enfuite  il 
faut  éxclure  auffi  ceux  où  a feroit  lui-même 
un  quarré  ; parce  qu’alors  ann  feroit  un 
quarré , & qu’aucun  quacré  augmenté  de 
l’unité  , ne  peut  redevenir  un  quarré  en 
nombres  entiers.  Nous  fommes  obligés  par 
conféquent  de  reftreindre  notre  formule  , 
de  maniéré  que  a ne  foit  ni  négatif  ni  un 
quarré  j mais  au  refte  toutes  les  fois  que  a 
eft  un  nombre  pofitif  fans  être  un  quarré  , 
il  fera  poffible  de  trouver  pour  n un  nombre 

H iij 
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entier,  tel  que  a/z/z-j-i  devienne  un  quarré. 
Quand  on  aura  trouvé  une  telle  valeur, 
il  fera  aifé,  d’après  le  Chapitre  précédent, 
d’en  déduire  un  nombre  infini  de  fembla- 
bles  J mais  il  fuffit  pour  notre  deffein  d’en 
connoître  une  feule , & même  la  plus  pe- 
tite , & c’eft  ce  qu’un  favant  Anglois,  nom- 
mé Pell  , nous  a appris  à trouver  par  une 
méthode  ingénieufe  que  nous  allons  ex- 

98. 

Cette  méthode  n’eft  pas  de  nature  à 
pouvoir  être  employée  généralement  pour 
un  nombre  a quelconque , elle  n’eft  ^pli- 
cable  que  dans  chaque  cas  particulier. 

Ainli  nous  commencerons  par  les  cas  les 
plus  faciles  , & nous  chercherons  d’abord 
pour  n un  nombre  tel  que  foit  un 

quarré,  ou  que  devienne  ra- 

tionnel. 

On  voit  aufli-tôt  que  cette  racine  quar- 
tée  devient  plus  grande  que  /z , & cepen- 
dant plus  petite  que  in.  Si  donc  nous  ex- 


/ 
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primons  cette  racine  par  n-^p , il  eft  sûr 
que  P eft  moindre  que  n i de  nous  aurons 
\/2/2/2-|-i  J enfuite  2nn-^i=nn 

xnp-^pp  ; donc  nn=inp-^pp^i  , & 

\/ ^pp — I . Tout  fe  réduupar  con- 
fequent  à ce  que  ipp — i foit  un  quatre  ; 
or  ce  cas  a lieu  fi  p—\  , & il  donne  n=.x 

& .\/2^;2-|-i  =3. 

Si  on  n’avoit  pas  auffi  - tôt  pu  s’apperce- 
voir  de  ce  cas , on  feroit  allé  plus  loin  ; & 
puifque  \/ ipp — i ~^p,  & par  conlequent 
> il  auroit  fallu  fuppofer  n=:zp-^(j  ; 
on  auroit  donc  eu  ip-\-<j=p-\-y/ ^pp — i , 

oup-\-q=.\/ ipp — I , & en  quarrant , pp 
^lpq-\~qq—ipp~~l  j ainfi  pp=ipq-\-qq 
+ i , ce  qui  auroit  donné  p—q+yiq^i  ; 
de  forte  qu’il  eût  fallu  que  fût  un 

quarré  j & comme  ce  cas  a lieu  , fi  on  fait 
q=o,  on  auroit  eu p=zi  & n=z,  com- 
me auparavant.  Cet  exemple  fuffit  pour 
donner  une  idée  de  la  méthode , mais  cette 
idée  deviendra  encore  plus  nette  par  ce  qui 
fuivra. 
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Soit  à préfent  a=3  , c’eft-à-dire  qu’il 
s’agifle  de  transformer  en  un  quarré  la  for- 
mule On  fera 

ce  qui  donne  3 «n-j- 1 
& xnnz=zxnp’\-pp — i , d’où  l’on  tire  n 

Maintenant,  puifque  y/\pp—x 
furpafle  p , & que  par  conféquent  n eft 
plus  grand  que^  ou  que  p,  qu’on  fuppofe 
Tï=ip-\-q^  & on  aura  2/j+2^=p-f\/ -^pp — 2 
ou  p-|-2ÿ=v^ ipp — 2 J enfuite,  en  quar- 
pp~\-4pq-\~4qq^'^pp — 2;  de  forte 
que  ipp—^pq-{-^qq-\-l , 0\i  pp—lpq^xqq 
+ I , & p'=zq-\-'^ Or  cette  for- 
mule eft  femblable  à la  propofée , ainfi  on 
peut  faire  9'==o,  & on  obtient  p=i  & 
n—\ } de  forte  que  \/ 3/2/î-]-i=2. 

100. 

Soit  a=5 , afin  qu’on  ait  à faire  un  quarré 
de  la  formule  çw/z-j-i  , dont  la  racine  eft 
plus  grande  que  2/z  j on  fuppofera  y 
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=2«-f7^)  ou  ’^nn-\-i=.4nn-\-j^np-^pp  ^ 
ainfi  on  aura  nn^z^np-^-pp — i , & n=zzp 

~\~V ^PP — O*"  ')PP — ^y^^Pi  s’®*'" 

fuit  que  ny-^pf  c’eft  pourquoi  on  fera  n 

z=4p-^q,  ce  qui  rend  ip-\~q=i^ ^pp — i \ 
ou  4pp+Apq^qq=^pp—'^  » & pp—4pq 
+^y+i , de  maniéré  que p—zq-\-'^ 5^?'+i» 
& comme  ^=o  fatisfait  à cette  équation  , 
on  aura pz=z\  & « = 4 j donc  \/ ^nn-\-i 
= 9. 

lOI. 

Suppofons  à préCent  a=6,  pour  avoir 
à traiter  la  formule  9 

cine  eft  pareillement  comprife  entre  in  & 
3^.  Nous  fixons  donc  \/6nn-j~i=2n-j-pf 
& nous  aurons  6nn-\-\.—4nn-^4np-^pp, 
ou  znn~4np-\‘pp  — i,  & de-là  nz=zp 

+ ou  n = ainfi  n>zp. 

Si,  en  conféquence  de  cela,  nous  fai- 
fons  nzzzxp'^q , nous  avons  4p-\-zq=rp 
(>pp — i,  ou  Zp-\-Zq=z'^ (fpp — 2-^ 
les  quarrés  font  4pp-\-^pq-\-4qqz=.6pp — 2 } 
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Elément 

ainfi  2/yj=z=8/j^-j-4^c^-j-2  ^ &:  ppz=.j^pq 

> enfin  ;>=iy-[-y/ 6qq-\-\  ; cette 
formule  relTemblapt  à la  première , on  a 

i donc^=i , & \/6/Z/2-|-I=J, 

'^102. 

Allons  plus  loin,  & foit  a=zf  & ^nn 
'^i=mm,  on  voit  que  qu’on 

faflè  donc  , & on  aura  ’qnri'^i 

^4nn-\~4np-\-pp , ou  -^nn=4np-\-pp — r ^ 
ce  qui  donne  n=,^iEzl,  Préfentement , 
piiifque  ny^jp,  & par  conféquent  plus 
grand  que  p,  qu^i  fafle  n=p-^qy  on 

aura  p~\-^q=y/ypp^^  ^ & paflant  aux 
quarrés,  pp-]~(Spq  J^ç^qq~^pp — ^ ^ 

6pp=:6pq^(^qqj^‘^  ^ OU  ^PP^}pq-\~'^qq 

+I , d’où  l’on  tire  p=^^^.  Or  on  a 
ici/j>H^  & par  conféquent  p>q,  ainfi 
on  fera  p=q-\-r^  & l’on  aura 

j de -là  les  quarrés  qq-\-A,qr 
ï enfuite  6qq=.4qr^4rr 
2,  ouj^qq=iqrJ^^rr — •!  , & enfin  q 

• On  continuera,  à caufe  de”"^ 
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en  fuppofant  y =:= /•-[-/,'&  on  aura 
2r-}-3/'zz=y/7/-/- — 3,  enfuite  4rr-^iirf 
+9#— 7'''— 3 J ou  3/T— iir/-|-9/f-}-3, 
ou  rri=,:4A/-f3/-f  I , & /-— i/fv/  7/74-1- 
Or  cette  formule  efl  pareille  à la  première  j 
ainfi  faifant  /— o,  on  obtiendra  r—i  , 
^ = I , p—l  & /Z=3  ou  /:*/z:=r8. 

Mais  ce  calcul  peut  s’abréger  confidé- 
rablement  de  la  maniéré  qui  fuit , & qu’on 
peut  employer  aufli  dans  d’autres  cas. 

Puifque  jnn-\-i=imm , il  s’enfuit  que 

Qu’on  fuppofe  donc  m = in — p,  on 
aura  'jnn-^i  — ^nn  — GnpA^pp  ^ ou  ^r,^L 

=6np — pp-\-i  5 d’où  l’on  tire  //— . 
ainfi  n <C.lp  i par  cette  raifon  on  écrira  n 
= 3/» — 2^,  &,  prenant  les  quarrés  , on 
aura  <)pp—l^pqAç-4cJqz=zJpp~^^^  ou  ipp 
= 1 ^pq—4qq  ^^^  , & pp=.6pq~zqq-\-l  , 

d’où  réfulte  3 q-\-\/ 77^4"  * • Or  on  peut 
d’abord  faire  ici  q—o,  & on  trouvera  p 
, nz:=.'i,  & mz=.% , comme  auparavant. 
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103. 

Que  a = 8 , en  forte  que  ^nn-\-i=mm 
& /w<3w,  il  faudra  faire  m=.'^n — & 
on  aura  %nn-^iz=^nn — 6np’-]-pp  ,*  ou  nn 
z=i6np — pp-\-i  J d’oii  réfulte  n=.-^p 
-j-\/ %pp-\-i , & cette  formule  étant  déjà 
femblable  à la  propofée  , on  peut  faire 
p—o,  ce  qui  donne  n=i  & ;wr=3. 

104. 

On  procédera  toujours  de  la  même  ma- 
niéré pour  tout  autre  nombre  a,  pourvu 
qu’il  foit  pofitif  & non  un  quarré , & on 
arrivera  toujours  à la  fin  à une  quantité  ra- 
dicale, comme  \/ , qui  fera  fcm- 
blable  à la  prertiiere  ou  la  propofée , & on 
n’aura  alors  qu’à  fuppofer  t—o  ; car  l’irra- 
tionnalité  difparoîtra , & en  retournant  fur 
fes  pas  on  trouvera  pour  n néceflairement 
une  valeur  telle  que  ann-j-i  foit  un  quarré. 

On  arrive  quelquefois  affez  vite  au  but , 
mais  fouvent  aulîi  on  eft  obligé  de  paffer 
par  un  affez  grand  nçmbre  d’opérations  j 
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cela  dépend  de  la  n^ure  du  nombre  a , 
mais  fans  qu’on  ait  des  carafteres  qui  don- 
nent quelques  lumières  fur  la  quantité  des 
opérations  qu’il  y aura  à faire.  Le  procédé 
n’eft  jamais  bien  long  jufqu’à  1 3 , mais  lorf- 
que  a=i3  , le  calcul  devient  beaucoup 
plus  prolixe , & par  cette  raifon  il  fera  bon 
de  développer  ici  ce  cas. 

105. 

Soit  donc  a=i  3 , & qu’on  doive  trou- 
ver,! 3^/2 -|-i==/w/7z.  Comme*  OTOT  > 

& par  conféquent  on  fuppofera 

m=.-^n-\-p  ^ & on  aura  i^nn~\-i=.(^nn 
•j-ônp-j-pp , ou  4nn-6np~\-pp — j , & n 

ce  qui  indique  que  n'^^p  ^ 
& à plus  forte  raifon  plus  grand  que  p. 
Qu’on*faffe  donc  jv=.p-^q , on  aura  p-^j\q 

=v/ 1 '>>pp — 4 i en  quarrant,  i i,pp—j^=pp 
^qq  i ainli  i zpp7=z%pq-\- 1 é^+4 , 
ou  ^pp=^ipq+4qq+i  r & 

Ici  ou  p^  q ; on  Continuera  do^ 

par/j=^+r,  & on  aura  2^+3/*=  y/ 13^^+3  , 
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enfuite  1 3 -j-  3 = 4^^'  ^ ^ 9^'’  > 

9^.y=i  2^^-|-9^'‘ — 3»  3??— 4y^~l~3^^ 

— I , ce  qui  donne  q=- -* 

Préfentement , puirque  ou  q 

>r,  on  fera  qz=.r-\-J , & on  aura  ^-j~3/ 
=z\/ I^rr — 3;  & enfuite  \yr — ^=^rr 
+6'/+9/7’,  ou  I irr—6rf-\-<qfpf^  , ou^rr 
=2;/-|-3j5^[-i  , d’où  l’on  tire 
Mais  & plus  grand  que/,  foitdonc 

r=zf-irt  , & nous  aurons  ^f-\-4t=\/l-^ff-\-4y 
& i37/-(-4==:9//4-24y^+i^^^^  ainfi.4// 

= 24/-|- 1 6^/  — 4 > & ff—  4“  4^^ — I > 
donc /=3r-}“\/ *3^^ — avons 
ou  que  6f,  il  faudra  donc_faire 

f=6t-\-u  i ainfi  lyt — i,  & 

I yi — 6tu uu  y apres  cela  4^^ 

=6m-\-uu+i  ( enfin  ,=ï*-il^U=î,  où  ( 
& >z/.  Si  donc  on  fait  t=^u-\-Vy 

on  aura  zlr-j-4v=>/ i3w«4“4  , & iytu-]-4 
=km4-8z/v4-i6vv  ; donc  1 iuu=.%iiv-\-i6vv 
1^4,  ou  yw=.iuv-]^  4W  — I,  enfin  u 
— J ou  Y, 
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4> 

Faifons  en  conféquence  u=v-^Xy  & 
nous  aurons  2v-j-3jc=:y/ 1 3 vv — 3 , & 1 3W 
— 3=4W-|- 1 2vjtr-|-ç)xx  ,•  ou  9w=;i2vaf 
■»|-9Jc.x‘-{-3  , ou  3vr=4vjc-|-3ji:x-|-i , & 
V— ; de  forte  que  v>  >at. 

Suppofons  donc  vz=x-\-y , & nous  au- 
rons x-j-yy=\/ i}xx-^-^,  & i3j:;r-j-3 
^x-\-6xy^ç,yy , ou  1 
— 3 , & 4jrx=2jfj'-|-3jjy — I J on  tire  de-là 
& par  conféquent  x~^y. 
Ainfi  nous  ferons  x:=y-\-:^  , ce  qui  nous 

donne  ‘^y-\^^i=\/  13XK— 4,  & i3Xy'— 4 
= 90r+M{y+i6{{,  ou  4yy=.i4yi 
-f  i6^{-j-4  ; donc  JKJ— dj^-f-4{^-(-i  , & 
y=3{-[-\/^ i3{{-j-ij  & cette  formule  étant 
à la  fin  femblable  à la  première , on  peut 
prendre  {=0 , & remonter  de  la  maniéré 
qui  fuit: 
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I = O 

y = I 

X =Z  y + i==z  I 

V = JC  = Z 

tt  = V -j-  JC  z:=  J 

f = a V = 5 

fz=6t  4-  = 33 

r = /+  / = 38 

' ? = + /=  71 

^ zz=  ^ r =109 

/I  = / ^ =180 

m =3«  ^ =649. 

Il  fuit  de-Ià  que  180  eft  après  o le  plus 
petit  nombre  qu’on  puiffe  fubftituer  à /z, 
fi  i3nn-j-i  doit  devenir  un  quarré. 

106. 

On ‘voit  fuffifamment  par  cet  exemple, 
combien  ces  calculs  peuvent  devenir  proli- 
xes. Lorfqu’il  s’agit  de  nombres  plus  grands, 
on  eft  fouvent  obligé  de  paffer  par  dix  fois 
plus  d’opérations  que  nous  n’en  avons  eu 
à faire  pyur  le  nombre  13.  * 

Comme  on  ne  peut  guere  prévoir  non 

plus 
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plus  pour  quels  nombres  on  doit  s’attendre 
à tanr  de  longueurs  , il  fera  bon  de  pro- 
fiter de  la  peine  que  d’autres  ont  prife , 
& nous  joindrons , pour  eet  effet , à ce 
Chapitre  une  table , où  fe  trouvent  les  va- 
leurs de  OT  & de  /2  pour  tous  les  nombres 
a depuis  2 jufqu’à  100;  afin  que  dans  les 
cas  qui  peuvent  Te  préfenter  , on  puiffe  en 
tirer  les  valeurs  de  m & de  qui  répon- 
dent à un  nombre  a donné. 

107. 

Nous  remarquerons  cependant  que  pour 
de  certains  nombres  on  peut  déterminer 
en  général  les  lettres  m n s ces  cas  font 
ceux  où  a n’eft  que  de  1 ou  2 plus  grand 
ou  plus  petit  qu’un  quarré  j il  vaudra  la  peine 
de  les  développer. 

108. 

Soit  donc  a=ee — 2 ; & puifque  nous 
devons  avoir  (ee — il  efl 
clair  que  m^en  ; c’ell;  pourquoi  nous  fe- 
rons m:::^en — 'P  , & nous  aurons  {ee — i)nn 
Tome  IL  * 1 
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J^\z=.eenn  — ^^np-\-pp  ^ ou  inn=lenp 
~pp-\-t  i donc 

évident  que  fi  on  fait  p—i  , cette  quan- 
tité devient  rationnelle , & que  nous  aurons 
& m:=-ee—^i. 

Soit,  par  exemple,  0 = 23  ,-de  forte 
que  , nous  aurons  i‘^nn-\-i==mmf 
ü n=^  & /72=24.  La  raifon  en  eft  évi- 
dente d’ailleurs  ; car  fi , dans  le  cas  de  a 
z=ee — 2 , on  fait  , on  a ann-\-ï=e* 
— 2.ee-\-i , ce  qui  eft  le  quarré  de  ee — i. 

109. 

Que  a=ee — i , ou  d’une  unité  mcfindre 
qu’un  quarré,  il  faudra  que  (ee — i)nn+i 
= mm.  On  aura,  comme  ci-’defliis, 

& on  fera  m—en — p;  cela  pofé , on  a 
(ee — i)nn-\-i-=-eenn  — 2 enp -[-/>/?,  ou  nn 
z=:ienp—pp-\-i  i donc  n=zep->r^ eepp~pp-\-l. 
Or  l’irrationnalité  difparoît  dans  la  fuppo- 
fition  de  /?=i  , ainfi  n=ie  & m=2ee 
—I.  Audi  cela  eft- il  facile  à voir;  car 
puifque  a=e4—i  & n=ie , on  trouve  ann 
^i=4e* — , ou  égal  au  ^quarré  de 
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^ee — I.  Soit,  par  exemple,  ^==24,  ou 
, on  aura  n=iOf  & 24/2«-|-i=240i 
=(49)’  (•)•  • 

1 10. 

Suppofons  à préfent  a=zee~\-i  , ou  que 
a.  foit  de  1 plus  grand  qu’un  quarré,  ifc 
faudra  que  {ee-\-ï)nn-^i=mm  , & m fera 
évidemment  plus  grand  que  en;  écrivons 
donc  m=en'-^p , & nous  aurons  (ee  +0 
nn-^i=.eenn>^ienp-\-pp  ^ ou  nn=.ienp 

^pp^\ , d’où  réfulte  n—ep-\-^ eepp-\-pp-^\. 
On  peut  ici  faire  p=\  , & cela  étant , on 
a Tt=.xe  i donc  C’eft  aufli  ce 

qui  de  voit  arriver , par  la  raifon  que  a étant 
& « = 2e,  on  a ann-^iz=z^t*' 
^4ee-^i  , quarré  de  2ee-|-i.  Soit,  par 
exemple,  0=17, ^n  forte  que  e=4,  on 
aura  iynn-^i  = mm  y en  faifant  /z=8  & 

^=33- 

(’')  Le  figne  radical  s’évanouit  auffi  dans  ce  cas , fi 
l’on  fait  p=o , & cette  fuppofition  donne  inconteftable- 
jnent  pour  m & n les  plus' petits  nombres  pofTibles , fa- 
voir  n — i &c  m = c'y  c’eft-à-dire  que  fi  e = 5,  la  formula. 
^4/m+t  devient  un  quarré  en  faifant  n-i , & que  lara-. 
^e  de  ce  quarré  fera  m=e=^. 

lÿ 
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I I I. 

Soit  enfin  a=ee-j-z  0ou  de  2 plus  grand 
qu’un  nombre  quarré  , on  aura 
nn-\~i—mm,  &,  comme  auparavant,  m 
en  i c’eft  pourquoi  on  fuppofera  m—en 
+/Î,  & on  aura  eenn-\- znn-\- i—eenn-\-ienp 
-^-pp , ou  xnnz=.  zenp PP — i,  ce  qui 
donne  n =i  v"  \/ecpp+^pp-i  ^ /*=  i» 

on  trouvera  n~e  m — ee-^i-^  & en 
effet,  puifque  a — ee-^z  & n = e,  on  a 
ann-^i=:e*  -^zee-^i , ce  qui  eft  le  quarré 
de  ee-j-i. 

Soit , par  exemple , a=i  i , de  forte  que 
e—}  , on  trouvera  i inn-\-i=zzmm  , en  fai- 
fant  & /;z::=:io.  Voulût-on  fuppofer 
0=83  , on  auroit  ^—9  & 83/2/z-|-i=/72/n 
dans  le  cas  de  n==^  & de  /wi=:82. 
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M5 


CHAPITRE  VIII. 

De  la  Maniéré  de  rendre  rationnelle  la  for- 
mule irrationnelle  \/ a-|-bx-[-cxx-|-ci.\^ . 

N 

II  2. 

l^Jous  paflerons  à préfent  à une  formule 
oîi  X s’élève  à la  troifieme  puiffance , après 
quoi  nous  irons  aufli  jufqu’à  la  quatrième 
puiiTance  de  x , quoique  ces  deux  cas  fe 
traitent  de  la  même  maniéré. 

Qu’il  s’agiffe  donc  de  transformer  en  un 
quané  la  formule  a-\-bx-\-cx-\-dx^  ^ 8c 
de  trouver  pour  x des  valeurs  propres  pour 
ce  deffein , & exprimées  en  nombres  ra- 
tionnels. Comme  cette  recherche  eft  fujette 
déjà  à de  bien  plus  grandes  difficultés  que 
les  précédentes  , il  faut  auffi  plus  d’art  pour 
trouver  feulement  même  des  valeurs  frac- 
tionnaires de  a:  , & on  eft  obligé  de  fe 
contenter  de  telles  valeurs  fans  prétendre 
en  trouver  en  nombres  entiers. 

I iv 
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Nous  devons  remarquer  auflî  d’avance 
qu’on  ne  peut  ici  donner  une  folution  gé- 
nérale comme  dans  les  cas  précédens , & 
qu’au  lieu  que  la  méthode  employée  ci- 
deflui  conduifoit  à un  nombre  infini  de  fo- 
lutions  à la  fois,  chaque  opération  main- 
tenant ne  nous  fera  connaître  qu’une  feule 
valeur  de  x. 

■ 113. 

Comme,  en  traitant  de  la  formule  a-\-bx 
-^cxx,  nous  avons  rèmarqué  un  nombre 
infini  de  cas  où  la  folution  eft  tout-à-fait 
impofiible , ôn  s’imagine  bien  que  cela  a 
lieu  bien  plus  fouvent  encore  pour  la  for- 
mule préfente , qui  d’ailleurs  exige  cons- 
tamment qu’on  fâche  déjà , ou  qu’on  ait 
trouvé  une  folution.  Auffi  n’eft-on  en  état 
ici  de  donner  des  réglés  que  pour  les  cas 
où  l’on  part  d’une  folution  connue  pour  en 
trouver  une  nouvelle  ; par  le  moyen  de 
celle-ci  alors  on  peut  en  trouver  une  autre, 
& continuer  enfuite  de  la  même  maniéré. 

Mais  il  n’arrive  pas  même  toujours  que 
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une  folution  connue  faffe  parvenir  à une 
autre  ; au  contraire  il  y a bien  des  cas  où 
il  n’y  a qu’une  feule  folution  qui  puiffe  avoir 
lieu , & cette  circonftance  eft  d’autant  plus 
remarquable , que  dans  les  cas  que  nous 
avons  développés  précédemment  , une 
feule  folution  conduifoit  à une  infinité  d’au- 
. très  folutions  nouvelles. 

Nous  venons  de  dire  que  pour  que  la 
formule  a-\-bx-\-cxx-^dx^  puiffe  être 
transformée  en  un  quarré,  il  faut  nécef- 
fairement  préfuppofer  un  cas  où  cette  tranf- 
formation  eft  pofllble.  Or  un  tel  cas  s’ap- 
perçoit  le  plus  clairement , quand  le  pre- 
mier terme  eft  lui-même  déjà  un  quarré , 
& que  la  formule  eft  exprimée  ainfi,  ff 
-\-bx'\-cxx-^dx^  car  elle  devient  évi- 
demment un  quarré,  ft  x—o. 

Ce  fera  donc  par  la  confidération  de 
cette  formule  que  nous  entrerons  en  ma- 
tière J nous  tâcherons  de  voir  comment , 
en  partant  du  cas  connu  x^o  , nous 
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pourrons  parvenir  à quelqu’autre  valeur  de 
X y & nous  emploierons  pour  cet  effet  deux 
méthodes  différentes , que  nous  explique- 
rons l’une  & l’autre  j il  fera  bon  de  com- 
mencer par  des  cas  particuliers* 

II5. 

Soit  donc  propofée  la  formule 
— xx-\~x^ , qui  doive  devenir  un  quarré. 
Comme  ici  le  premier  terme  eft  un  quarré , 
on  adoptera  pour  la  racine  cherchée  une 
quantité  telle  que  les  deux  premiers  termes 
s’évanouiffent.  Soir  pour  cet  effet 
racine  dont  le  quarré  doit  équivaloir  à notre 
formule,  on  aura  i-\-ix  — xx-\-x^  = i 
-^zx-^-xx  y où  les  deux  premiers  termes 
fe  détruifent , de  forte  qu’on  a l’équation 
xx= — xx^x^  ou  x^z=ixxj  qui,  étant 
divifée  par  xx  y donne  x=i  y ainfi  la  for- 
mule devient  i-f-4  — 4“f"8=9. 

De  même , pour  faire  un  quarré  de  la 
formule  4~\-6x — <jxx-\--^x^ , on  fuppofera 
d’abord  fa  racine  =z  + nx  y & on  cher- 
chera « de  maniéré  que  les  deux  premiers 
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termes  difparoiflent  j or  on  «ura 
— ^xx-\-'i,x^  ^nx-\-nnxx  ; donc 

il  faut  que  4/2=6,  & n—\',  de- là  ré- 
fulte  l’équation  — ^xx-\-'^x^  =.^xx , ou 
-^x^—^xxy  qui  donne  jc=^;  & c’eft 
cette  valeur  qui  fera  de  la  formule  pro- 
pofée  un  quarré , dont  la  racine  fera  2-|-| 
x=^ 

I 16. 

La  fécondé  méthode  confifte  à donner 
à la  racine  trois  termes , comme  f-\-gx 
•*|-A  XX  y tels  que  dans  l’équation  les  trois 
premiers  termes  s’évanouiffent. 

Soitpropofée , par  exemple , la  formule 
I — 4x-\-6xx — ^x\  on  en  fuppofera  la 
racine  =.i—^ix-\-hxx y & on  aura  i — 4X 

+6xx^<jx^  = I — 4x-^4xx — 4hx^  ’^hhx* 

~\~ihxx  i 

les  deux  premiers  termes , comme  on  voit , 
fe  détruifent  auffi-tôt  des  deux  côtés;  & 
pour,  chaffer  auffi  le  troifîeme , il  faudra 
faire  6=2A-|-4,  & par  conféquent  A:=iî 
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par  ce  moy«?n  on  obtient  — 5 

^x* , ou  — 5= — de  forte  que 

x=z — I. 

117- 

C’eft  donc  de  ces  deux  méthodes  qu’on 
_ peut  faire  ufage  , lorfque  le  premier  terme 
a eft  un  quarré.  La  première,  fe  fonde  fur 
ce  qu’on  exprime  la  racine  par  deux  ter- 
mes , comme  f-\~px  , où  / eft  la  racine 
quarrée  du  premier  termè',  & où  />  eft  pris  ♦ 
de  maniéré  que  le  fécond  terme  doit  pa- 
reillement difparoître  ; en  forte  qu’il  ne  refte  . 
qu’à  comparer  avec  le  troifieme  & 
le  quatrième  terme  de  la  formule  , favoir 
cxx-\-dx'^  J car  cette  équation  alors,  pou- 
vant fe  divil'er  par  xx  ^ donne  une  nou- 
velle valeur  de  x ^ qui  eft  x—^-^^. 

Dans  la  fécondé  méthode  on  donne  trois 
termes  à la  racine  , c’eft-à-dire  que  fi  le 
premier  terme  a eft  =//,  on  exprime  la 
racine  par après  quoi  on 
détermine  de  façon  que  les  trois 

premiers  termes  de  la  formule  s’évanouif- 
fent , ce  quj  fe  fait  de  la  maniéré  fuiy  ante  : . 
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Puifque  ff-\-bx~\-cxx-\-dx^  ^ff-^-ipfx 
xx-\-ppxx-\-ipqx^  -^qqx^  f il  faut 
que  b=ifp^  & par  conféquent p=^-y  de 
plus  c—ifq-\~pp , & partant  q=.*-^^ } après 
cela  refte  l’équation  dx'^  = ipqx^  -\-qqx*  ^ 
& comme  elle  eft  divifible  par  x^ , on  en 
tire  x—^-=^K 

î« 

1 18. 

Il  peut  cepent^t  arriver  fouvent  que 
lors  même  que  aucune  de  ces  deux 

méthodes  ne  donne  une  nouvelle  valeur 
de  X.  C’eft  ce  qu’on  peut  voir,  en  con- 
fidérant  la  formule  ff-\-dx^ , où  le  fécond 
& le  troiheme  terme  manquent. 

Car  fi , d’après  la  première  méthode  , on 
fuppofoit  la  racine  =f-\-px , ou  bien  que 
ff+dx^  =ff-\-zfpx-\-ppxx , on  auroit 
o=:ifp  8c  p=zo  'j  ainfi  on  trouveroit  dx^ 
=0,  & par -là  x=o,  ce  qui  n’efl;  point 
une  nouvelle  valeur  de  x. 

Que  fi , d’après  la  fécondé  méthode , on 
vouloir  faire  la  racine  ==f-^px~^qqx  , ou 
f=fj+  ifpx+lfqxx^lpqx^  -\-qqx*  , 
■vppxx 
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on  trouveroit  o — ifp  & p=o\  de  plus 
o~ifq-\-pp  & (p=o  ; & il  en  réfulteroit 
dx^-=.Oy  & pareillement  x=o.  ' 

I 1 9. 

Il  ne  refte  d’autre  parti  à prendre  dans 
ces  cas-là , que  de  tâcher  de  trouver  quel- 
que valeur  de  x , telle  que  la  formule  de- 
vienne un  quarré  ; fi  on  y réuflit , cette  va- 
leur fera  trouver  eni^e  , par  le  fecours 
de  nos  deux  méthod^^  de  nouvelles  va- 
leurs j & cette  voie  eft  bonne  même  pour 
les  cas  où  le  premier  terme  ne  feroit  pas 
un  quarré. 

Que  , par  exemple  , la  formule  '^-\-x^ 
doive  devenir  un  quarré  j comme  cela 
arrive  quand  , on  fera  , 

& on  aura  4+3J+3XK+j’  j où  le  pre-, 
mier  terme  eft  un  quarré.  Qu’on  en  fup- 
pofe  donc , fuivant  la  première  méthode , 
la  racine  , bn  aura  4-f-3y-f“3J>0' 

+y'=^4+4py+ppyji  ^ pour  que  le 
fécond  terme  difparoifîe , il  faudra  que 
3=4/?,  & par  conféquent  p=^  ; ainfi  3 

% 
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'+y=pp  & 3=^— 

donc  x=Y^,  ce  qui  eft  une  nouvelle  va- 
leur de  X. 

Si  on  fait  de  plus,  conformément  à la 
fécondé  méthode , la  racine 
on  a 4+^y+^yy-\-y"=A+Apy+Aqyy 
‘^ppyy'\~'^p^y^ ^^^y* * chaC- 

fera  le  fécond  terme , en  faifant  3 =4/?  ou 
P=\>  & le  quatrième,  en  faifant  3=4^ 
+/7»,ou^=^-^=gi  ainfi  i=ipq4-qqy, 
d’où  l’on  tire  , ou  ^ , & 

par  conféquent 

120. 

En  général,  fi  on  a la  formule  a-\-bx 
'^cxx’-\-dx^  J & qu’on  fâche  d’ailleurs 
qu’elle  devient  un  quarré  quand  x=:fy  de 
forte  que  a-\-bf-^cff-{-df  =zgg  , on 
fera  x=f-\-y , & on  aura  la  nouvelle  for- 
mule qui  fuit; 


. • 


ijy  Gooj^Ie 


) 

144  E L é M E N s 

a 

+ 

'^r^yy 

+^/^+3^//>+3^/jy+^y 

gg^{b^  ic/+  3^//)y  + (c+3^//)yjy'+^j’ . 

Dans  cette  formule  le  premier  terme  eft 
un  quarré  ; ainfi  on  peut  y appliquer  les 
deux  méthodes  précédentes , & elles  four- 
niront de  nouvelles  valeurs  de  y , 6l  par 
conféquent  auffi  de  x , puifque  x=.f-\-y, 

I2I. 

♦ 

Mais  fou  vent  auffi  il  ne  fert  même  de 
rien  d’avoir  trouvé  une  valeur  de  ; ce 
cas  a lieu  dans  la  formule  , qui  de- 

vient un  quarré  quand  x=  i\  Car  fi , en 
conféquence  de  cela,  on  fait 
on  trouvera  la  formule  9~|-i  zy-j-6yy  j-y  ’ , 
qui  devroit  de  même  pouvoir  devenir  un 
quarré. 

Or  foit  par  la  première  réglé  la  racine 
= 3-|-/7y,  on  aura  9~\~i'^y-{-(^yy-\-y^ 
=9-\-6py-\-ppyy , où  il  faut  que  i i—6p 
& p^i  J donc  6+y=pp—4  > & JK— — ^ » 

ce 
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ce  qui  donne  x=.o  ^ c’eft-à-dire  une  va- 
leur qui  ne  conduit  à rien  de  plus. 

Effayons  auffi  la  fécondé  méthode , & 
faifons  la  racine  —-^-^-py-^qyy  , nous  au^ 
rons  ^+iiy-\-6yy-\-y^  = q^6py-\-6qyy 

+ppyy 

'~\-^pqy^  -\-qqy*  i où  il  faudra  d’abord 
que  I i—6p  & p—x  ; enfuite  que  6'=^6q 
= ik  q=^ji  on  aura  d’abord 

l=2pq-^qqy  = ±^^y  i de-làjK  — — 3, 

& par  conféquent  i + x’;:=oj 

d’où  l’on  ne  peut  rien  conclure  de  plus , 
parce  que,  fi  on  vouloir  faire 
on  trouveroit  la  formule  3 {“3 {{-!-{’  > où 
le  premier  terme  s'en  va  j de  forte  qu’on 
ne  pourroit  faire  ufage  ni  de  l’une  ni  de 
l’autre  méthode. 

• On  eft  aflez  fondé  à foupçonner  , après 
ce  que  nous  venons  de  dire , que  la  for- 
mule ne  peut  devenir  un  quatre  que 

dans  les  trois  cas  que  voici: 

II.)jr==o,  III.)  = — I. 
Mais  c’efi:  de  quoi  on  peut  fe  convaincre 
aufli  par  d’autres  raifons. 

Tome  II, 
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122. 

Confidérons  encore , pour  nous  exercer , I 
la  formule  1+3^' , qui  devient  un  quarré 
dans  les  cas  fuivans:  I.)x=o, 

IIL);c=2,  & voyons  fi  nous  parvien- 
drons à trouver  d’autres  valeurs  femblables. 

Puis  donc  que  eft  une  des  valeurs 
qui  fatisfont , fuppofons  x=.\-^y^  & nous 

aurons  i-f-3^’“4+9y+9yjK  + 3j’* 
Que  la  racine  de  cette  nouvelle  formule 

foit  ^+py,  en  forte  que  4+9^+ 90/ 

+'^y^=A^Apy-\-ppyy  ^ 

4/J  & p=\ } ^ ies  aùtres  termes  don- 
neront 9 -r3J— = ^ JK”  Té  j 

conféquent  & 1+3^’ devient  , 

un  quarré,  dont  la  racine  eft  — ou 
bien  auffi  . Si  nous  voulions  à préfent 

continuer,  en  faifant  — i+T» 
ne  manquerions  pas  de  trouver  de,  nou- 
velles'valeurs.  ' 

Appliquons  aufli  à lâ  même  formule  la 
fécondé  méthode , & fuppofons  la  racine 
zzzi-^-py-^qyy  i cette  fiippofition  donne 
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4 4- 9.V  + 9XK  + 3Jk’ = 4 + w + 4 

+ppyy 

*^^P  ^y*  y il  faudra  que  9 

= 4p  o\ip=l,  Sc  9=4q-\-pp—4^-\-^^, 

ou^=.^j  & les  autres  termes  donneront 

3=^P‘J+m—-S&+m>  ou  567+1 
=384,  ou  iiSqijy— — 183;  c’eft-à-dire 
183  , ou  4i^^y=  — 6u 
Ainfi  y = — & x=  — — ; &:  ces  va- 
leurs  en  fourniront  de  nouvelles , en  fui- 
vant  les  voies  que  nous  avons  indiquées. 

123. 

Il  faut  remarquer  cependant  que , fi  on 
vouloit  fe  donner  la  peine  de  tirer  de  nou«* 
velles  valeurs  des  deux  qu’a  fourni  le  cas 
connu  xz=i  , on  parviendroit  à des  frac- 
tions extrêmement  prolixes  j & on  a lieu 
de  s’étonner  que  ce  cas,  x—i  , n'ait  pas 
conduit  plutôt  à cet  autre,  x=zi , qui  ne 
tombe  pas  moins  évidemment  fous  les  yeux. 
Et  c’eft-là  une  imperfeftion  de  la  méthode 
dont  il  efi;  quefiion , & qui  eft  jufqu’à  pré- 
fent  la  feule  qu’on  connoifle. 

K ij  ^ 
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On  peut  partir  de  !a  même  maniéré  du 
cas  JC— 2 , afin  de  trouver  d’autres  valeurs. 
Qu’on  fafle  , pour  cet  effet  x=i-\-y  , & 
il  s’agira  de  faire  un  quatre  de  la  formule 
25-]-  3 dy-j- 1 8 vj'-|-  ; fuppofons-en  k 

racine , d’après  la  première  méthode , = j 
-\-py  > «ous  aurons  2 5+3'^y-f  ' ^XK+3/ 
~^^-\~'^opy-\-ppyy  J & par  conféquent 
36=10/7,  owp—Yi  effiiçant  à préfent 
les  termes  qui  fe  détruifent , & divifant  les 
autres  parjyy,  il  en  réfulte  i8-|-3jy=/y7 

— W»  ^ conféquent  & jf 

= d’où  il  fuit  que  eft  un  quarré 

dont  la  racine  eff  ^-^-py— — ou  -["îr}* 

Dans  la  fécondé  méthode  il  faudroit  fup- 
pofer  la  racine  —Cf-\-py-\-(jyy  ^ & on  au- 
roit  2 5+3<^j4-îSj)7-]-3jK'  = 25-|-io/7y 
-\-ioqyy-\-ipqy^  -\-(]qy*  y les  féconds  & 

'^ppyy 

troifiemes  termes  difparoîtroient  en  faifant 
36=10/7,  ou  /?— ^,  & 18=1057-1-/7/?, 
ou  10^=18  — ou  57=^ji  & 
alors  les  autres  termes , divifés  par  , 
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donneroient  'x  — ipq-\-qqy.  ou  qqy=L\ 

— c’eft-à-direjK=— g-;  & 


124. 

Ce  calcul  ne  devient  pas  moins  long  & 
difficile,  même  dans  des  cas  où , en  partant 
d’un  autre  principe  , il  eft  facile  de  donner 
une  foîution  générale  j comme  , par  exem-  '' 
pie,  quand  la  formule  propofée  efb  i — x 
— xx-\-x\  où  l’on  peut  fafre  générale- 
ment x=znn  — I,  en  donnant  à n telle  va- 
leur qu’on  veut.  En  effet,  fuit  n=.i , on 
aura  x=^  , & la  formule  devient  — 3 
— Soit  «r=3  , on  aura 
& la  formule  devient  =i — 8 — 64~\-yi 
=441  , & ainfi  de  fuite. 

Mais  remarquons  que  c’eft  à une  cir- 
conftance  tout-à-fait  particulière  que  nous 
devons  une  foîution  fi  facile  , & cette  cir- 
conftance  s’apperçoit  aifément , fi  on  dé- 
compofe  notre  formule  en  faveurs  j car 
on  voit  auffi-tôt  quelle  efi;  divifible  par 
I — Xy  que  le  quotient  fera  i—xx , qu’il  , 

K iij 
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eft  compofé  des  fafteurs  (ï”" 

& qu’enfiii  notre  formule  i — x — xx-\~: 

=(  I —x)  ( I -\-x)  ( I —x)z=(  1 —x)  ‘ ( 1 +A 
or,  puifqu’elle  doit  être  un  □ (cjuarré) 

& qu’un  □ , divifé  par  un  □ , donne  un 
□ pour  quotient , il  faut  aufîi  que  i -\-x 
= □ ; & réciproquement,  ü i-j-j:  eft  un 
{1  , il  faut  que  (i — ’X)’  (i-j-jc)  foitun  □ 
on  n’a  donc  qu’à  faire  \~\~x=:znn , & on 
aura  fur  le  champ  x=znn — i. 

Si  cette  citconftance  nous  eût  échappé, 
il  auroit  été  difficile  de  déterminer  même 
feulement  cinq  ou  fix  valeurs  de  x par  les 
méthodes  précédentes. 

125. 

Il  s’enfuit  donc  de- là  qu’il  eft  bon  poiir  j 
chaque  formule  propofée  de  la  réfoudre  effi 
fafteurs , quand  cela  eft  poffible.  Or  nous 
avons  fait  voir  plus  haut  comment  on  s’y 
prend  pour  cet  effet,  favoir  qu’il  faut  égaler 
la  formule  donnée  à zéro , & chercher  en- 
fuite  la  racine  de  cette  équation , chaque 
racine  alors,  comme  ^=/,  donnant  un 
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fafteur/’ — x ; & cette  recherche  eft  d’au- 
tant plus  aifée  , qu’on  ne  cherche  ici  que 
des  racines  rationnelles',  lefquelles  font  tou- 
jours des  divifeurs  du  terme  connu  ou  du 
terme  qui  ne  renferme  point.de  a-.  « 

126. 

Cette  circonftance  a lieu  auflî  dans  notre 
formule  générale  a-\-b  x-\-c  x' , 
quand  les  deux  premiers  termes  dilparoif- 
fent , & que  par  conféquent  c’eft  la  quan- 
tité cxx-\~dx^  qui  doit  être  un  quarré  j car 
il  eft  clair,  dans  ce  cas , qu’en  divifant  par 
le  quarré  xx , il  faudra  pareillement  que  ' 
foit  un  quarré , & on  n’a  donc  qu’à 
fuppofer  c-\-dx^nn , pour  avoir  , 

valeur  qui  renferme  un  nombre  infini  de 
fo^ytions , & même  toutes  les  folutions  pof- 
fibles. 

127. 

Si  dans  l’application  de  la  première  des 
deux  méthodes  précédentes  on  ne  vouloir 
pas  déterminer  la  lettre  p afin  de  retrancher 
le  fécond  terme  , on  parviendroit  à une 

K iv 
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autre  formule  irrationnelle  , qu’il  s’agiroit  , 
de  rendre  rationnelle. 

Soit,  par  exemple, 

la  formule  propolëe , & qu’on  en  fafle  la 
%acine  =f-\~px,  on  aura  Jjf-\-6x-\-cxx 
’-^dx^=:ff-\-ifpxr^ppxx,  où  les  pre- 
rniers  termes  fe  détruifent  ; divifant  donc  1 
les  autres  par  x,  on  obtient  b-^cx-\-dxx 
c=:ifp-\-ppxx , ce  qui  eft  une  équation  du 
fécond  degré , qui  donne 

PP  — c + \/ P*  — icpp-Y%dfp-\-cc — :^bd 

'—J-  ^ -• 

Ainfi  l’aiFaire  fe  réduit  maintenant  à trou- 
ver pour  P des  valeurs  telles , que  la  for- 
mule p^ — xcpp-\-%dfp-\-cc — j^bd  devienne 
un  quarté.  Or  comme  c’eft  la  quatrième 
puiffance  du  nombre  cherché  p qui  fe  pré- 
fente ici , ce  cas  appartient  au  Chap^e 
fuivant. 
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& U A P I T R E IX. 

De  la  maniéré  de  rendre  rationnelle  la 
formule  incommenfurahle 

\/ a-}-i>x-j-cxx-{-dx’  -j-ex'* . 

128# 

O U s voici  parvenus  à des  formules 
où  le  nombre  indéterminé  x monte  à la 
quatrième  puiflance  , & c’eft  par  là  que 
nous  terminerons  nos  recherches  fur  les 
quantités  alfeélées  du  ligne  de  la  racine 
quarrée  , vu  qu’on  n’a  pas  été  aflez  loin 
encore  pour  pouvoir  transformer  en  quar- 
tes des  formules  où  des  puilfances  plus 
hautes  de  x fe  préfentent. 

Notre  nouvelle  formule  fournit  trois  cas 
à confidérer  : le  premier  , quand  le  pre- 
mier terme  , a , eR  un  quarré  ; le  fécond  , 
quand  le  dernier  terme , ex* , eft  un  quarré  ; 
& le  troifieme , quand  le  premier  terme 
& le  dernier  font  l’un  & l’autre  des  quarrés. 
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Nous  traitfirons  de  chacun  de  ces  cas  fé-  ' 

parément.  . ^ 

129.  ■ : 

I.)  Réfolutlon  de  la  formule 
\/ fj-\-bx-^cxx-^dx^  -^ex* . 

Comme  le  premier  terme  ici  eft  un  quar- 
te , on  pourroit , par  la  première  méthode , > 
fuppofer  la  racine  z=.fdç-px , & déterminer 
/>,  de  maniéré  que  les  deux  premiers  ter-  ' 
mes  difparuflrent , & que  les  autres  fuHent 
divifibles  par  xx  } mais  on  ne  laifîeroit 
pas  alors  de  rencontrer  encore  un  xx  dans 
l’équation , & la  détermination  de  x dé? 
pendroit  d’un  nouveau  ligne  radical.  Ce 
fera  donc  à la  fécondé  méthode  que  nous 
aurons  recours  j nous  ferons  la  racine  =/ 
<-\-px~\-qxx  ; nous  déterminerons  p Sz  q 
de  façon  à pouvoir  retrancher  les  trois  pre- 
miers termes , & divifant  enfuite  les  autres 
par  at’  , nous  -parviendrons  à une  limple 
équation  du  premier  degré , qui  donnera 
X dégagé  de  lignes  radicaux. 
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Si  donc  la  racine  z=zf-^px-\-qxx  , &' 
qu’ainfi  ff-^bx-\-cx x-]~dx^  -^ex*  ~ff 
^xfpX-\-lfqxx-\-  ipqx^  -\-qqX*  , les 
-^ppxx 

premiers  termes  difparoifTent  d’eux-mêmes; 
quant  aux  féconds , on  les  chafiera  en  fai- 
fant  b=zifp,  ou  rrz  ^ & il  faudra , pour  , 
les  troifiemes , que  c—  2 fq-Ypp , ou  ^ ; 
cela  pofé  , les  autres  termes  feront  divi- 
fvbles  par  jc’  , & donneront  l’équation  d 
-^ex—zpq-\-qqx , de  laquelle  on  tire- 


ou  x=- 


131.  ■ 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  cette  mé- 
thode ne  mene  à rien,  quand  le  fécond 
& le  troifieme  terme  rnanquent  dans  notre 
formule , c’eft-à-dire  que  tant  b que  c=ro  ; 
car  alors/7=:o  8c  q—o-,  par  conféqueat 
x—^^^  d’où  l’on  ne  peut  ordinairement 
rien  conclure , parce  que  ce  cas  donne 
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évidemment  dx^  -\-ex*  z=zo  , & qu’ainfî 
notre  formule  devient  égale  aufquarré^. 
Mais  c’eft  far  tout  pour  les  formules  telles 
que  ff+^  ex*,  que  cette  méthode  n’eft  J 
d’aucun  ufage , puifque  dans  ce  cas  d étant 
aulTi  = o , on  trouve  pareillement  x — o, 
valeur  qui  ne  conduit  à rien  de  plus.  Il  en 
ef!;  de  même , lorfque  /’~o  & d=:o , c’eft- 
à-dire  que  le  fécond  & le  quatrième  terme 
manquent , & que  la  formule  efl:  Jf-\~cxx 
-^ex*  ÿ car  dans  ce  cas  p=o  & ijr=z~., 
d’où  réfulte  jc— .o  , comme  on  le  voit  aufii- 
tôt , & ce  qui  n’efl;  d’aucun  ufage  ultérieur. 

132. 

II.)  Réfolution  de  la  formule 
\/ a~Yb X c X x d x^  • 

On  pourroit  réduire  cette  formule  au 
cas  précédent,  en  fuppofant  x—p-,  car, 
comme  il  faudroit  alors  que  la  formule  a 

4- - — 4- -4- -f- fût  un  ctuarré  , & 

yy  y 'y  . ‘ . 

que  dans  ce  cas  celle-ci  relie  un  quarré , 
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fi  on  la  multiplie  par  le  quarréjy^ , on  n’au- 
roit  qu’à  faire  cette  multiplication , &:  en 
obtiendroit  la  formule  ciy*  -^by^  -\-cyy 
~\-^y-\-gg i qui  eft  tout-à-fait  femhlable  à 
la  précédente  écrite  à rebours. 

Mais  on  n’a  pas  befoin  de  paffer  par  ce 
procédé  ; on  n’a  qu’à  fuppofer  la  racine 
zz=gxx-\^px-^q  ^ ou  dans  l’ordre  inverfe, 
q-\-px-\- gxx , & on  aura  a-\-b x-\-cx x 
J^dx^-{-ggx^  = qq-\-ipqx^lg<]XX 

-i^ppx  X 

'^^gpx^  -\-ggx*  j or  les  cinquièmes  termes 
fe  détruifant  ici  d’eux-mêmes , on  déter- 
minera d’abord p , de  maniéré  que  les  qua- 
trièmes termes  fe  détruifent  pareillement, 
ce  qui  arrive  quand  d=igp , ou  p~~p^ 
enfuite  on  déterminera  auffi  y , afin  de  chat- , 
fer  les  troihemes  termes,  & on  fera  pour 
cet  effet  c— , ou  q=^^^  ; cela 

“ê> 

fait,  les  deux  premiers  termes  fourniront' 
l’équation  a~\-bx—qq-^ipqx  , d’où  l’on 
tire  , ou  . 
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• % 

133. 

Nous  retrouvons  ici  le  défaut  que  nous 
avions^ remarqué  ci-delTus  dans  le  cas  où  le 
^ fécond  & le  quatrième  terme  manquent, 
c’eft-à-d.  que  en  effet  on  trouve 

alors  /7— O & donc  j or 

cette  valeur  étant  infinie  , ne  mene  pas 
plus  loin  que  la  valeur  x—o,  dans  le  pre- 
mier cas  ; d’où  il  fuit  que  cette  méthode 
ne  peut  du  tout  être  employée  pour  les 
exprefïions  de  la  forme  (^-\-cx'  -^ggx* , 

'i 

134 

III.)  Réfolution  de  la  formule 

ff+^^-{'<^^x-\-dx^~-^ggx* . 

Il  eft  clair  qu’on  peut  employer  pour 
cette  formule  l’une  & l’autre  des  deux  mé- 
thodes , dont  on  vient  de  faire  ufage  j car 
d’abord , à caufe  que  le  premier  terme  eft 
un  quarré  , on  peut  prendre  pour  la  racine 
f-\-px-\-qxx  ^ & faire  évanouir  les  trois 
premiers  termes  ; enfuite  , comme  le  der- 
nier terme  eft  pareillement  un  quârré , on 
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peut  auffi  faire  la  racine  =.q-y^px-\-gxx , 
& chaffer  les  trois  derniers  termes , au 
moyen  de  quoi  on  trouvera  même  deux 
valeurs  de  x. 

Mais  on  peut  traiter  aufli  cette  formule 
par  deux  autres  méthodes  qui  leur  appar- 
tiennent particuliérement. 

Dans  la  première  on  fuppofe  la  racine 
=.fst-px-^gxx , détermine  p de  façon 
que  les  féconds  termes  fe  détruifent  ; c’eft- 
à-dire  que  , comme  il  faut  que  ff-\-bx 
+cxx^^dx^  -\-ggx*=ff-\-ifpx^ifgxx 

-^ppxx 

-]-igpx^  -\-ggx* , on  fait  b = i fp  ou  p , 
& puifque  de  cette  'maniéré  tant 
les  féconds  termes  que  les  premiers  & les 
derniers  termes  fe  détruifent , on  pourra 
divifer  les  autres  par  xx,  & on  aura  l’équa- 
tion c-\-dx—ifg-\-pp-\-igpx,  de  laquelle 
on  tirera  xz=:  ou  Et 

%gp-d  d-2gp 

on  doit  fur-tout  remarquer  ici  que  comme 
dans  la  formule  on  ne  trou'^e  g qu’à  la  fé- 
condé puilTance , la  racine  de  ce  quarré , 
ou  gf  peut  fe  prendre  tant  négative  que 
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pofitive , & qu’il  réfulte  dé-là  qu’on  obtient  - 
encore  une  autre  valeur  de  x , favoir  x j 
ou 

-igp-d  ? 2gp-td 

135. 

II  eft  , ainfi  que  nous  l’avons  dit , encore 
une  autre  maniéré  de  réfoudre  cette  for-  j 
mule  : elle  confide  à fuppofer  d’abord , l 
comme  auparavant  racine  —f-\-px 
-\-gxx  , & à déterminer  enfuite  p de 
maniéré  que  ce  foient  les  quatrièmes  ter- 
mes qui  fe  détruifent;  cela  fe  fait  en  fup- 
pofant  dans  l’équation  fondamentale  d 
:=igp,  OU  p=-^^-,  car  puifque  les  pre- 
miers & les  derniers  termes  difparoiffent 
pareillement , on  pourra  divifer  les  autres 
par  JC , & il  en  réfqltera  l’équation  b-\-cx 

De  plus  nous  avons  à remarquer  que  com- 
me dans  la  formule  le  quarré  ff(e  trouve 
feul,  on  peut  fuppolér  également  que  fa 
racine  foit  — & qu’ainfi  on  aura  aufÏÏ 
x=-^t^~ . De  forte  que  cetre  méthode 

pp-vg-‘  T, 

aufli  fournit  deux  nouvelles  valeurs  de  ;r, 

6c 
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& que  par  conféquent  les  méthodes  que 
nous  avons  employées , donnent  en  tout 
iîx  nouvelles  valeurs. 

136. 

Mais  ici  fe  préfente  de  nouveau  cette 
circonftance  fâcheul'e , qui  fait  que  le  fé- 
cond & le  quatrième  terme  manquant , ou 
b d étant  z=o , on  ne  peut  trouver  pour 
X aucune  valeur  qui  réponde  à notre  but  ; 
de  forte  qu’on  ne  peut  parvenir  à réfoudre 
la  formule  ff-{-cxx-\-ggx* . En  effet,  fi 
^=0  & d=:i:fi , on  a par  Tune  & l’autre  voie 
p=Oi  & la  première  donnant  x— 

& l’autre  doginant  xz=o  , elles  ne  font  pas 
plus  propres  l’une  que  l’autre  à fournir  des 
conclulions  ultérieures. 

/ '37- 

Voilà  donc  les  trois  formules  auxquelles 
on  peut  appliquer  les  méthodes  que  nous 
avons  détaillées  jufqu’ici  ; & fi  dans  la  for- 
mule propofée  ni  l’un  ni  l’autre  terme  n’eft 
un  quarré , il  n’y  aura  aucun  fuccès  à ef- 
Tome  11,  L 
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pérer  avant  qu’on  ait  trouvé  une  valeur  dé 
a' , telle  que  la  formule  devienne  un  quarré, 
Suppofons  donc  que  nous  ayons  trouvé 
que  notre  formule  devient  un  quarré  dans 
le  cas  de  x—h  , ou  que  a-\-bh~\-chk-\-dh*^ 
= kk  } fi  nous  faifons  x = h-\-y  ^ 
nous  aurons  une  nouvelle  formule  dans  la- 
quelle le  premier  terme  fera  kk,  c’eft-à- 
dire  un  quarré , & qui  par  conféquent  re- 
tombera dans  le  premier  cas.  On  peut  auffi 
faire  ufage  de  cette  transformation  , après 
avoir  déterminé  par  les  méthodes  précé- 
dentes une  des  valeurs  de  x^  par  exem- 
ple x-=k  i on  n’a  qu’à  faire  alors  x=A-^y  , 

& on  parvient  à une  nouvellqu^quation  fut 
laquelle  on  peut  opérer  de  la  même  ma- 
niéré. Les  valeurs  de  x qu’on  aura  trou-  | 
vées  de  cette  façon , en  fourniront  de  nou-  i 
velles  ; celles-ci  encore  d’autres,  & ainfî  J 
de  fuite, 

138. 

Mais  il  eft  fur- tout  à remarquer  qu’on  . 
ne  peut  en  aucune  maniéré  efpérer  de  ré- 
foudre les  formules  où  le  fécond  & le  qua- 
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trieme  terme  manquent , avant  que  d’avoir, 
pour  ainfi  dire , trouvé  une  folution  j & 
quant  au  procédé  qu’il  faut  fuivre  après  cela , 
nous  allons  le  mettre  fous  les  yeux  en  l’ap- 
pliquant à la  formule  a-\-ex* , qui  eft  une 
de  celles  qui  fe  préfentent  le  plus  fouvent. 

Suppofons  donc  qu’on  ait  trouvé  une 
valeur  x—h,  & qu’on  ait  a~^eh*  — kk  ; 
fil  ’on  veut  trouver  par-là  d’autres  valeurs 
de  JC , on  fera  x=zh-^y , & il  faudra  que 
la  formule  fuivante  , a>^ek*  y 

•\-6ehhyy-\-j\ehy^  ~^ey*  y foit  un  quarréj 
or  cette  formule  revenant  à celle-ci,  kk 
y-\-6ehhyy-^^eky^  -\-cy*  y appar-* 
tient  à la  première  de  nos  trois  efpeces  ; 
ainlî  nous  ferons  fa  racine  quarrée  =.k-^py 
*\-qyy , & la  formule  elle-même  par  con- 
féquent  égale  auquarré  kk-\-ikpy-^ikqyy 

: ^ ^ +ppyy 

'\-^P<jy^  -\-<]^y*  J d’où  il  faudra  d’abord 
chafler  le  fécond  terme  en  déterminant  p 
& ^ en  conféquence , c’eft-à-dire  en  faifant 

2 eh^ 


i64 

+/7/7,OU  ^ 
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6ehh—pp  '^ehhkk — leeh*  \ 


ehh(\kk—xeh*')  ^ ehh{kk-)rl(i) 

_ — ^ , OU  enfin  q= » 

à caufe  de  eh*=-kk  — ai  apres  cela  les 
ternies  reftans , divifés  par  jy’ , donneront 
' 4^k-^ey:^^xpq-^qqy 3 dou  Ion  tire 

: — 4f^ — “^py!  , jg  numérateur  de  cette  frac- 

qq—e 

tion  peut  fe  mettre  fous  la  forme 

^ehk' — {kk£i£)  ^ ou  ^ à caufe  de 

/c 

’eh*  = kk — (3,  fous  celle-ci,  . • 
j^ehk*  — ^eh{kk  — a)(^kk-\-ia^ 

¥~  • 

/^eh{ — akk-\-‘ia*)  ^aeh(ia  — kk) 

= k*  k^ 

Quant  au  dénominateur  qq — e , il  devient 

e{kk  — a){kk-^xay—e}y 
— ^6 

e(\ak^—Aa'\  ea{^,k*-^aa) 

k^ 

, . iaeh(2a—kk) 

la  valeur  cherchée  fera  y= — r 
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* lhkk(ia—kk)  Q 

, 0U^=^— — , & par 


OU  X 


*<ie(}A.'* — 4^^)’'^“./  3/L 

h(^akk  — k^ — 4'î^) 
conlequent  — '* 

h(^k*  — Sakk  + ^aa  ) 

^aa — -^k* 

Si  donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  x 
dans  la  formule  a-j-ex'*,  elle  devient  un 
quarré  ; & fa  racine , que  nous  avions  fup- 
pofée  , aura  cette  forme, 

, . ak(^kk—a')(^ia — kk) 

Jk^^aa 

i6k{kk-a)(  kk^^)  (la^kky 
+ {{k*-j^aaY 


que , comme  nous  avons  vu , p 

chh(kk-\-'Ld)  Q ^hkk  (^xa—kk'^ 

' k^  * y ^k* —j^aa 


, parce 

xth} 

=-r»? 


139- 

Continuons  de  confidérer  la  formule  a 
^-ex* , & puifque  le  cas  a-\-ek*  z=kk  eft 
connu,  regardons -le  comme  fourniflant 
deux  cas  différens  à caufe  de  x=-\-h  & 
de  x=.  — h i nous  pourrons  par  cette  rai- 
fon  transformer  notre  formule  en  une  autre 

L iij  ' . 
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de  la  troifieme  efpece  , dans  laquelle  le 
premier  & le  dernier  terme  font  des  quarrés. 
Cette  transformation  fe  fait  par  un  artifice 
qui  eft  fouvent  d’une  grande  utilité , & qui 
confifte  à faire  la  formule  de- 
vient par-là  ^ 

ou  bien 

kk^^{kk—^a)y^\-(^kkyyJ^^(kk—^a)y^■\■kky* 

Qu’on  fuppofe  la  racine  de  cette  for- 
mule , conformément  au  troilieme  cas , 

_ — 4=^,  en  forte  que  le  numérateur 

i^-y)  ^ 

de  notre  formule  devra  être  égal  au  quarré 
hk-^  ik py — ikkyy  — i k py^-\~kky*  y que 

-\-ppyy 

l’on  chaffe  les  féconds  termes,  en  faifant 


j^kk  — Sa=lkpj  ou  p: 


lkk  — ^a 


-,  qu’on  di- 


vife  les  autres  termes  par  yy , & on  aura 
6kk-^j^(kk  — ia)y  — — xkk-^pp' — 2.kpy  , 
ou  y{^kk  — %ayjylkp)=:=ipp — 8Wy 
or  ^ pk=2kk — 4a,  am{{  y 


hk 


& y 
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' — k*  — Aakk-\-±aa  , 

= — ,, '-r- — . bi  nous  voulons 

kk(^i/ck — 4a) 

trouver  maintenant  x , nous  avons  d’abord 

I ' k* — Sakk~\—Aaa  „ ri 
^+y=-Ti77-rn:-^—^  & en  fécond 


lieu  I 


-y 


kk(^ikk — 4a) 
'^k*  — 4<2a 


kk(xkk  — 4a) 


,•  ainfi 


idhr 

I— y 


h — Sakk-\-Aaa  „ 

“ — 7^ * ^ conlequent 


■j^aa 


h — Sakk-\- Aaa  , . , r, 

X— T- .h  J mais  c elt  au 

k* — 4aa 

refte  la  même  valeur  que  nous  avons  déjà 
trouvée  ci-deffus. 


140. 

Soit , pour  appliquer  ce  réfultat  à un 

exemple,  la  formule  2 x'*" — i qui  doive 

devenir  un  quatre.  Nous  avons  ici  a — — i 

& es=2  j & le  cas  connu  ,011  la  formule 

eft  un  quarré , eft  celui  où  x—i  ; ainfi  h 

= i ^ kk=.\  ^ c’efl-à-dire  k=^\.  Donc 

nous  aurons  la  nouvelle  valeur  at— — 

3-4 

= — 13;  & puifque  la  quatrième  puif- 
fance  de  x fe  trouve  feule  ,_on  peut  écrire 

L iv 


1(58  E L È M E ff  s 

aufTi  a:— -|-i3,  & de-là  réfulte  ix* — i 

= 5712i  = (i39)\ 

Si  nous  regardons  à préfent  ceci  com- 
me le  cas  connu,  nous  avons  h—i'^  & k 
= 239,  & nous  obtenons  une  nouvelle 
valeur  de  at,  qui  eft  1 

» V 1447191163-4 

815939113  10607469769 

• 3 1447191139**3  1447191139*  ' I 

I4I. 

Nous  allons  confidérer  de  la  même  ma-  I 
niere  la  formule  un  peu  plus  générale , a 
>^cxx-\-ex* ^ & nous  prendrons  pour  le  - 
cas  connu , où  elle  devient  un  quatre , x 
= hi  de  forte  que  a-\-chh-\-eh—kk. 

Suppofons  donc , afin  de  trouver  par-là 
d’autres  valeurs,  que  x—h-^-y,  & notre 
formule  prendra  la  forme  fuivante  : 
a 

çhh-\-ichy  -\-cyy 
e ^eli' y-^6ehhyy-\- ^ehy^ 

kk-\-{^2.ch-^4eh^)y-\-Çc-{-6ehh')yy-\-^ehy^ -\-ey\ 
Le  premier  terme  étant  un  quarré , nous 
fuppoferons  que  la  racine  quarrée  de  cette 
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formule  eft  k^-\-p'V-\-qyy  ; & la  formule 
elle- même  devra  être  égale  au  quarré  kk 

+ ^hy+^^^yy + w’ +‘77/'  i ^^ter- 


■ppyy 

minons  à préfent  /?  &r  afin  de  retran- 
cher les  féconds  & les  troifiemes  termes, 
nous  aurons  pour  cet  effet  ich-\-.[elû  — ikp , 

ou  & c-\-6ehh—ikq-^pp  ^ 


ou  maintenant  les  termes  fui- 

vans  étant  divlfés  par  y'' , fe  réduifent  à 
l’équation  j^eh-^cyz=zipq-^qqy  ^ qui  donne 
enfin  y— , & par  conféquent  auffi 
la  valeur  x — h-\-y  , qui  fait  que  la  racine 
quarrée  de  notre  formule  ell  k-\-py-\-qyy. 
Si  après  cela  nous  regardons  ce  nouveau 
cas  comme  le  cas  donné , nous  pourrons 
trouver  un  autre  nouveau  cas , & conti- 
nuer de  la  même  maniéré  autant  que  nous 
voudrons. 


Rendons  l’article  précédent  plus  clair, 
en  l’appliquant  à la  formule  i — xx-\-x* , 
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dans  laquelle  a==:i  , c=— i & e=i,  Ort  - 
voit  aufli*tôt  que  le  cas  connu  eft  x=i  , 

& qu’ainfi  /i—i  & k~i.  Si  nous  faifons 
donc  x=i-\-y  , & la  racine  quarrée  de 
notre  formule  —i-\-py-\-qyy,  il  faudra 
d’abord  que  p—i  & enfuite  q=i  j & ces 
valeurs  donnent  jx=o  & ; or  voilà 

le  cas  connu  , & on  n’en  a pas  trouvé  un 
nouveau  ; mais  c’eft  qu’on  peut  prouver 
d’autre  part  que  la  formule  propofée  ne  peut 
devenir  un  quarré  que  dans  les  cas  de  x 
& de  x=-\-i. 


Soit  donnée  auffi  pour  exemple  la  for- 
mule 1 — ^xx-^  2x*  f OÙ  a=2,  cz= — J 
& e:=2.  Le  cas  connu  fe  trouve  aifément  j 
il  eft  x=i  ; ainft  & k=i.  Si  donc 
^ on  fait  x=i-\-y , & la  racine 
-\-qyy , on  a p=i  & , & de-là  ré- 

fulte  y=o  & x—i  J ce  qui  n’eft , comme 
ci-deflùs , rien  de  nouveau. 
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144. 

, « J 

Autre  exemple.  Soit  la  formule  i-f-SArx 
"-{-x* , où  a— I , c=S  & e = i.  Une  lé- 
gère confidération  fuffit  pour  remarquer 
le  cas  fatisfaifant  x~i  -y  car,  en  fuppo- 
fant  h—i,  on  trouve  h—j-y  ainfi  faifant 
x=z-{-yy  & la  racine  =z’jJç-py-\-qyyy 
on  aura  /?— y & réfulte  y 

— — lü?  Sf  x=. — & on  peut  omet- 

tre  dans  ces  valeurs  le  ligne  moins.  Mais 
obfervons  de  plus  dans  cet  exemple , que , 
puifque  le  dernier  terme  eft  en  foi  déjà 
un  quarré , & qu’il  doit  donc  demeurer  aufli 
un  quarré  dans  la  nouvelle  formule  , on 
peut  également  .appliquer  ici  le  procédé 
indiqué  pour  les  cas  de  la  troifieme  efpece. 
Soit  donc  comme  auparavant  i-^-y, 
& nous  aurons 

I 

3^+32-/+  ^yy- 

i64-^ty-\-i4yy+Sy\-\-y*  . 

- >-  — - - r--  J.  ■ _r 

49-f-<54y+3  +JS 

exprelTion  qu’on  .peut  maintenant  tranf- 
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former  en  un  quarré  de  plufieurs  maniérés; 
Car  d’abord  on  peut  fuppofer  la  racine  =7 
*^Py~\~yy  i ^ conféquent  la  formule 
égale  au  quarré  49+M/’JK+Mvj+i/y'^ 

+ppyy 

■“f-y*;  faire  évanouir  les  pénultièmes  ter- 
mes par  la  fuppofition  de  ip:=.S  , ou  de 
p=4;  divifer  les  autres  termes  parjy,  & 
tirer  de  l’équation  64-]- 3 4^-[-i  4y 

'^PPy—')^‘^}^y  i valeur  y=. — 4 & 
x=z — 2 , OU  ;»:r=-j-2  , ce  qui  n’eft  à la  vé- 
rité que  le  cas  déjà  connu. 

Mais  fi  l’on  cherche  à déterminer  p de 
façon  que  lâS  féconds  termes  difparoifTent, 
on  aura  V4P—64  , & p——',  & les  au- 
tres termes , divifés  par  yy  , formeront 
l’équation  2-j-8j,  ou^^" 

+ TJ'=3^+8y , d’où  l’on  tire  g, 

& par  conféquent  x== — ou;c=:4-^; 
& cette  valeur  transforme  notre  formule 
' en  un  quarré , dont  la  racine  eft  . De 
plus,  comme  — yy  n’eft  pas  moins  la  ra- 
cine du  dernier  terme  que  ne  l’eft  -\-yy. 
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oh  peut  aufli  fuppofer  la  racine  de  la  for- 
mule :=:i=rj-\-py — yy  ^ ou  la  formule  même 

=49+ ^ ^py—  ‘ ^yy—  ^py  ’ +y  ' > 

+ppyy  ^ 

évanouir  les  termes  pénultièmes , en  fup- 
pofant  8— — ip , ou  — 4 j & divifant 
les  autres  par^,  on  trouvera  64~\-}iy 
=1 4P—  1 4y-\-ppy=  — 5 6+ 2 y , ce  qui 
donne  y— — 4 , c’eft-à-dire  de  nouveau 
le  cas  connu.  Que  fi  l’on  vouloir  chafTer 
les  féconds  termes,  on  auroit  64=14/7, 
& ^ = ^ ; par  conféquent  en  divifant  les 
autres  termes  par  j'y , on  obtiendroit  32 
-4-8y=-—  1 4^pp—ipy , ou  3 2-l-8y=^* 
y . — ^y,  d’où  l’on  tireroit  y= — 

—4.  ^ , c’efi- à-dire  les  mêmes  valeurs  que 
nous  avons  trouvées  ci-defTus. 

145. 

On  peut  procéder  de  la  même  maniéré 
à l’égard  de  la  formule  générale  a-\-I?x 
Jiç.cxx-\-dx'^ -\-cx^ , quand  on  connoît  un 
cas  comme  a'==;A  , dans  lequel  elle  devient 


Digilized  by  Google 


174 


E L 


MENS 


un  quarré  kk  ,*  la  méthode  eft  toujours  de 
fuppofer  enfuite  x—h-\-yi  on  obtient  par- là 
une  formule  d’autant  de  termes  que  l’au- 
tre , & le  premier  defquels  eft  kk  ,•  ft  après 
tela  on  exprime  la  racine  par  ^-^py-^qyy\ 
& qu’on  détermine  & ÿ de  maniéré  que 
les  féconds  & les  troUiemes  termes  difpa- 
roiflent  aufti , les  deux  derniers , pouvant 
être  divifés  par^î , fe  réduifent  à une  fim- 
ple  équation  du  premier  degré , de  laquelle 
on  tire  facilement  y , & par  conféquent 
auffi  la  valeur  de  x.  ' 

Mais  on  fera  cependant , comme  aupa- 
ravant , obligé  d’exclure  un  grand  nombre 
de  cas  que  donne  cette  méthode  j favoir 
ceux  où  la  valeur  qu’on  trouve  pour  jf, 
n’eft  autre  que  celle  de  x=h  ^ qui  étoit 
donnée  , & dans  lefquels  par  conféquent 
on  n’a  pas  fait  un  pas  en  avant  ; ces  fortes 
de  cas  indiquent  ou  que  la  formule  eft  im- 
poffible  en  elle -même,  ou  qu’il  faudroic 
trouver  encore  quelqu’autre  cas  où  elle 
devînt  un  quarré. 


( 
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146. 

Et  voilà  jufqu  où  on  eft  parvenu  jufcju’à 
prélent  dans  la  réfolution  des  formules  qui 
font  affeélées  du  ligne  de  la  racine  quarrée. 
On  n’a  fait  encore  aucune  découverte  pour 
celles  où  les  quantités  qui  font  Ibus  le  ligne 
palTem  le  quatrième  degré , & lorfqu’il  fe 
préfente  des  formules  qui  renferment  la 
cinquième  puiflance  ou  une  puilTance  plus 
haute  de  jr,  les  artifices  que  nous  avons 
développés  ne  fuffifent  pas  pour  les  ré- 
foudre , quand  même  on  auroit  un  cas 
donaé. 

Pour  qu’on  puilTe  mieux  fe  convaincre 
de  la  vérité  de  ce  que  nous  difons , nous 
conlidérerons  la  formule  kk-^bx-^cx x 
<^dx^ -\-ex^ -\-fx^  y dont  le  premier  terme 
eft  déjà  un  quarré.  Si  on  vouloir , ainli 
qu’auparavant , fuppofer  la  racine  de  cette 
formule,  =^k-\-px-\-qxx  ^ & déterminer 
P & ^ de  maniéré  à faire  difparoître  les 
féconds  & les  troisièmes  termes , il  refte- 
roit  cependant  toujours  encore  trois  termes 
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Cjui,  divifés  par  a:’  , formeroient  une  équa- 
tion ^lu  fécond  degré , & on  ne  pourroit 
évidemment  exprimer  x que  par  une  nou- 
velle quantité  irrationnelle.  Mais  voulût- 
on  fuppofer  la  racine  —k-^px-^qxx-Yrx'^i 
fon  quarré  monteroit  à la  fixieme  puiflance, 
6c  quand  même , par  confcquent , on  dé- 
termineroit  p ^ ^ & r de  façon  à retrancher 
les  féconds , troifiemes  6c  quatrièmes  ter- 
mes , il  n’en  refteroit  pas  moins  la  qua- 
trième , la  cinquième  8c  la  fixieme  pûif- 
fancej  6c  en  divifant  par  on  ne  laif- 
feroit  pas  d’avoir  une  équation  du  fécond 
degré  , qu’on  ne  pourroit  réfoiidre  f^s  le 
fecours  d’un  ligne  radical.  On  voit  par-là 
qu’en  effet  nous  avons  épuifé  ce  qu’il  y 
avoit  à dire  fur  les  formules  qui  doivent 
être  transformées  en  des  quarrés  , 6c  il  ne 
nous  refte  qu’à  paffer  aux  quantités  affec- 
tées du  ligne  de  la  racine  cubique. 

J * 

Chapitre 
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CHAPITRE  X.  # 

De  la  Méthode  de  rendre  rationnelle  la  for~ 

t ^ I 

mule  irrationnelle  \ a-|-bx-|“CXX-|-<ix’. 


147. 

O N cherche  donc  à préfent  des  valeurs 
de  a:,  telles  que  la  formule  a-\-bx-\-cxx 
devienne  un  cube , & qu’on  en  puifle 
extraire  la  racine  cubique.  Nous  prévien- 
drons auffi-tôt  qu’on  ne  pourroit  efpérer 
aucune  folution  de  cette  efpece , fi  la  for- 
mule paffoit  le  troifieme  degré  j & nous 
ajoiitêrons  que  fi  elle  n’étoit  que  du  fécond 
degré,. c’eft* à: dire  que  le  terme  dx^  dif- 
parût , la  folution  n’en  deviendroit  cépen- 
dant  pas  plus  facile.  Quant  au  cas  oh  les 
deux  derniers  termes  difparoîtroient  , & 
dans  lequel  ce  feroit  la  formule  a~\~bx  qu’il 
s’agiroit  de  réduire  en  cube , on  voit  'aflcz 
qu’il  ne  fouffre  aucune  difficulté , & qu’on 
n’a  cju’à  faire  a-\-hx=p^ , pour  trouver  fur 

le  champ  JC 

Tome  IL  M 
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Nous  devons  remarquer  de  nouveau, 
avant  que  d’aller  plus  loin  , que  lorfque 
ni  le  premier  ni  le  dernier  terme  ne  font 
des  cubes , on  ne  doit  pas  penfer  à réfoudre 
la  formule , à moins  qu’on  ne  connoifle  déjà 
un  cas  où  elle  devient  un  cube , foit  que 
ce  cas  fe  préfente  naturellement  > foit  qu’on, 
ait  été  obligé  de  le  chercher  par  \è  tâton- 
nement. 

t 

Ainfi  nous  avons  d’abord  trois  elpeces 
de  formules  à confidérer  ; l’une  a lieu  quand 
le  premier  terme  efl;  un  cube  j & comme 
alors  la  formule  s’exprime  par/’-|~^-^“l~^-^^ 

<^dx\ , on  s’apperçoit  immédiatement  que 
le  cas  connu  elî;  celui  de  x=oi  La  fécondé 
efpece  comprend  la  formule  a-^bxr-^cxx 
c’eft-à-dire  le  cas  où  le  dqrnier^ 
terme  efl  un  cube.  La  troifieme  ,elpece 
enfin  efl:  compofée  des  deux  premières, 

& comprend  les  cas  dans  lefquels  tant  le 
premier  terme  que  le  dernier  terme  eft  un 
cube.  ■ ’ ■ ■ 


\ 
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Premier  cas.  Soit  / ^-^bx-\~cxx-^dx'^  la 
formule  propofée  qu’il  s’agit  de  transformer 
en  un  cube. 

Suppofons  que  fa  racine  foit  ~f-^pxy 
& par  cOnféquent  que  la  formule  foit  égale 
au  cube  >■  com- 

me les  premiers  termes  difparoiffent  d’eux-, 
mêmes , nous  déterminerons  p de  façon  à 
faire  difparoître  auffi  les  féconds  termes, 
favoir  en  faifant  b=z-^ffp,  ou  p=-^^- 
préfentement  les  termes  reftans , étant  di- 
viiibles  par  xx , donnent  c-\-dxz=.ifpp-^p^x , 

p> — d 

'■  Si  le  dernier  terme  dx'^  ne  s’étoit  pas 
trouvé  dans  la  formule  , on  auroit  pu  fup- 
pofer  fimplement  la  racine  cubique  —f, 
& on  auroit  eu  p—p-^bx-\-cxx,  ou  b 
-^cx=:o  & X— — mais  cette  valeur 
n’auroit  pu  fervir  à en  trouver  d’autres. 


‘■jiT. 


M ij 
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. Deuxieme  cas.  Si  en  fécond  lieu  l’explref» 
iîon  propofée  a cette  forme , a-^bx-\-cxx 
~\-g^x'‘  , on  indiquera  fa  racine  cubique  par  . 
P+gx , dont  le  cube  eft  p^-{-'^gppx-\-}ggpx  i 
, de  forte  que  les  derniers  termes  ^ 
fe  détruifent  ; maintenant  qu’on  détermine 
P de  façon  qu’aufii  les  pénultièmes  difpa- 
roiffent:  cela  fe  fera  en  fuppolant  c—igpp 
ou  , & les  autres  termes^donneront 

enfuite  a~\-hx=:p^-\-^£p"x  ^ d’où  l’on  tire 


Si  le  premier  terme  a avoir  manqué  , ôn 
auroit  pu  fe  contenter  d’exprimer  la  racine 
cubique  par  gx  , & on  auroit  eu  g'^  x^~bx 
•+cxx-\-g^x'^ , ou  o—b-^cx,  donc 
mais  cette  valeur  ordinairement  ne  fert  de 
rien  pour  en  trouver  d’autres.  , y. 

151*  ' V 

Troîfieme  cas.  Soit  enfin  troifîéniement 
la'  formule  p-\-bx-\‘Cxx~\-g^x^ , dans  la- 
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quelle  le  premier  & le  dernier  terme  font 
des  cubes  ; il  eft  clair  qu’on  pourra  la  traiter 
comme  l’une  & comme  l’autre  des  deux 
efpeces  précédentes  , & par  conféquent 
qu’on  pourra  obtenir  deux  valeurs  de  x. 

Mais  outre  cela  on  peut  auffi  faire  la  ra- 
cine =f~^gx^  puis  égaler  la  formule  au 
c\ihe  p‘\-lffgx-\-yfggxx-\-g'x\  & à 
caufe  qup  les  premiers  & les  derniers  ter- 
mes fe  détruifent , & que  les  autres  font  di- 
vifibles  par  x , parvenir  à l’équation  b-^cx 

152. 

Lorfqu’au  contraire  la  formule  propofée 
n’appartient  à aucune  des  trois  efpeces  ci- 
deffus,*on  n’a  d’autre  reflburce  que  de 
chercher  à trouver  une  valeur  qui  change 
cette  formule  en  un  cube  j enfuite  ayant 
trouvé  une  telle  valeur , par  exemple  , x 
= A,  de  forte  que  a-^bJi-^chh-\-dh'=^h' ^ 
on  fuppofe  xxzzh-\-y , & fubftituant  on 
trouve 
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j8z 
• ^ 

bh-^-h 

chh~\-  2 c h y ~j-cyy 

dh} -\-yfdhh  y-|-  3 yy-j-i'/y  * 

k?  -^{^b■\-^ch■^■^^dhh)y  -^(^cy‘^dh')yy-\-dy'^. 

Cette  nouvelle  formule  appartenant  ii  la 
première  efpece , on  fait  comment  on  doit 
déterminer  jy , & on  trouvera  par-là  une 
nouvelle  valeur  de  x , qu’on  pourra  faire 
fervir  enfuite  à en  trouver  d’autres. 

M3- 

Eclaircifîbns  cette  méthode  par  quelques 
exemples , & fuppofons  d’abord  qu’on  de- 
mande, que  la  formule  i , qui 
appartient  à la  première  efpece  , devienne 
un  cube.  Nous  pourrions  faire  auffi-tôt  la 
racine  cubique  =i , & nous  trouverions 
x-\-xx==Of  c’eft -à-dire  & 

par  co.nféquent , ou  o ou  i ; 

mais  nous  ne  pourrions  rien  conclure  de-là. 
Ecrivons  donc  pour  la  racine  cubique  i 
'^px  f & comme  le  cube  en  eft  l'^-^px 
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x}  > nous  aurons  i = 3/> 
ou  ; moyennant  quoi  les  autres  ter- 
mes étant  divifés  par  xx , donnent  1=3/^? 

^p^x , o\x  x=^' — or/j=j;  ainfî 

jr=-^=i8,  & notre  formule  eft 

+324=343  , & la  racine  cubique  , \-^px 
=7.  Si  nous  continuons  à préfent , en  fai- 
fant  ;r=i8-j-jy,  notre  formule  prendra  la 
forme  343+37J^+XK>  & faudra  par  la 
première  réglé  en  fuppofer  la  racine  cu- 
bique =j-\-py  ; en  la  comparant  après 
cela  avec  le  cube  343+M7/P/4-ib^/iyj 
-A~P^y^  1 voyons- qu’il  faut  faire  37 

=147/?,  ou  p-==.^^\  les  autres  termes  don- 
nent en  ce  cas  l’équation  i=2i/y>-f-/?y , 

1 ' J ^ 

d’où  nous  tirons  la  valeur  de  y=. — 

—^340  • ; M7  ^ qui  peut 

conduire  de  la  même  manière  à de  nou- 
velles valeurs. 


184 
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Soit  propofé  d’égaler  à un  cube  cette 
autre  formule  %-^xx»  Comme  on  trouve 
affez  aifément  le  cas  at=5  , nous  ferons 
aufli-tôt  x=.^-\-y,  & nous  aurons  zy-j-i  o^ 
'■\-yy  } nous  en  fuppoferons  la  racine  cu- 
bique = ainfi  la  formule  même 

^^7-\-^ipy\-9Ppyy-\^p'y'  ^ au- 

rons  à faire  10=17/),  ou  /)=^  •donci 

=9PP-\-p'y > ^ 

= — ^ î par-là  notre  formule 

devient  = dont  la  racine 

cubique  ne  peut  manquer  d’être  '^-^■py 


■ il? 

' loo* 


155 


Voyons  auffi  ü cette  formule-ci , i -\-‘X\ 
peut  devenir  un  cube  hors  des  cas  évidens 
de  x==zo,  & de  x= — i.  Nous  remar- 
quons d’abord  que , quoique  cette  formule 
appartienne  à la,troifierae  elpece  , la  ra- 
cine ne  nous  eft  cependant  d’aucun 


i 
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ufage,  parce  que  fon  cube 

étant  égal  à la  formule , donne  ’^x 
-^^xx=o  J ou  j£:(i-|-a:)=o , c’eft-à-dire 
de  nouveau  x = o,  ou  x== — i. 

Que  fi  nous  voulions  faire  x=. — i-j-y, 
nous  aurions  à transformer  en  cube  la  for- 
mule appartient  à la 

fécondé  efpece  ; ainfi  fuppofant  fa  racine 
cubique  =p~\-y , ou  la  formule  même 
égale  au  cube  p^-\-yppy-\-}pyy~\-y^ , nous 
aurions  — 3 — 3/’  on  p= — i , & de-là 
l’équation  ‘^y=p^^-^ppy——i~\-T,y,  qui 
donne  y—\,  ou  infini;  de  forte  qu’on  ne 
tire  aucun  parti  non  plus  de  cette  fécondé 
fuppofition.  Il  ne  faut  pas  s’en  étonner , & 
c’eft  en  vain  qu’on  chercheroit  d’autres 
valeurs  pour  x ,•  car  il  eft  démontré  que 
la  fomme.de  deux  cubes,  comme 
ne  péut  jamais  devenir  un  cube  ; ainfi  , en 
faifant  t=i  , il  eft  clair  que  la  formule, 
i-j-AT’ , ne  peut  devenir  un  cube  que  dans 
les  cas  que  nous  avons  dit. 
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I 56. 

On  trouvera  pareillement  que  la  for- 
mule, ne  peut  devenir  un  cube 

que  dans  le  cas  x=z — li  Cette  formule 
appartient  à la  fécondé  efpece } mais  on 
ne  peut  y appliquer  la  réglé  donnée  pour 
ce  cas , parce  que  Les  termes  moyens  man- 
quent. C’eft  en  fuppofant  xz=. — i-\^y , ce 
qui  donne  — 3yy~i~y^  t qu’otï  peut 

traiter  la  formule  fuivant  tous  les  trois  cas^ 
& qu’on  peut  fe  convaincre  de  la  vérité 
de  ce  que  nous  avançons.  En  effet , li  dans 
le  premier  cas  on  fait  la  racine  z=:i-|-y'  , 
dont  le  cube  efl  i-\-}y-\-}yy-\~y\  on  a 
— 3jXy— 3JXX  9 qui  ne  peut  être  vrai.que 

lorfque  j=o.  Qu’on  fuppofe  , d’après  le 
fécond  cas,  la  racine  = — ^-\~y9  ou  la 
formule  =— i-|-3y — yyy-\~y^  9 on  aura  t 
-f-3y= — & J = J ou  une  valeur 
infinie.  Le  troifieme  cas  enfin  exigeroit 
qu’on  fupposât  la  racine  i-\-y , ce  qu’on 
a déjà  fait  pour  le  premier. 
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Soit  propofée  aufli  la  formule 
qui  doive  devenir  un  cube  ; ce  cas  a lieu 
premièrement  fi  y = — i , mais  on  n’en 
peut  rien  conclure,  enfuite  aufli  quand  x 
= 2.  Qu’on  fuppofe , à caufe  de  ce  fécond 
cas,  x=z-\-y ^ on  aura  la  formule  27 

i & comme  elle  efè 
de  la  première  efpece,  on  fera  fa  racine 
=;3-|-/jj',  dont  le  cube  eft  xj-^-xjpy 
^9Ppyy~\~P^y^  i comparant  maintenant,  ' 
on  trouve  36=27/7  ou  /7=y , & de-là  ré- 
fulte  réquation  i^-\-‘^y=<)pp-\~py—^^ 
qui  donne  jy=~,  & par  confé- 
quent  Donc  notre  formule  34-3-^' 

racine  cubique  3+/’^ 
=^î  & cette  folution  fournira  de  nou- 
velles valeurs , fl  l’on  en  fouhaite. 

158. 

Confidérons  encore  la  formule  4~\-xx , 
qui  devient  un  cube  dans  deux  cas  qu’on 
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E L Ê M E N s 
peut  regarder  comme  connus , favoîr  jc=>i  ' 
& Si  nous  faifons  d’abord  x=z 

ce  fera  la  formule  ^~\-Ay-\-yy  qui 
devra  etre  un  cube,  dont  la  racine  fbit  2 
& ce  cube  étant 

+ nous  trouvons  ,•  donc 

^“9  ^ x—i  I J c’eft-à-dire  le  fécond  cas 
donné. 

Si  nous  fuppofbns  à prélent 
nous  avons  t z^-\-z2y-^yy  ^ ce  qui  étant 
égalé  au  cube  de  ^-\-py  ^ ou  à i^^~j~7^py 
+M/'/7J+/’y , donne  & par- 

là  1 = 1 ^ ^yy~  I — I 

"^~3T5»  ^ 

10648 

Puifque  peut  également  être  négatif 
& pofitif,  fuppofons  , & notre 

formule  deviendra  , ce  qui  doit 

être  un  cube  j multiplions  donc  les  deux 
termes  par  i — y^  afin  que  le  dénominateur 
devienne  un  cube  , & nous  aurons 

8 yy — 

^ ce  ne  fera  plus  que 


Digitized  by  Google 


D*  A L G E B R E,  l8^ 

le  numérateur  8 — ou,  ea 
divifant  par  8 , que  la  formule  i — y-\-yy 
— -y^  qu’il  s’agira  de  transformer  en  un 
cube.  Cette  formule  fe  rapportant  à toutes 
les  trois  efpeces , conformons-nous  d’abord 
à la  première , en  prenant  pour  racine  i 
— "-y  i le  cube  en  eft  i—y-\~\yy  — ~ 
y'  ; ainfi  nous  avons  i — y—j  — 

27  — ijy=^ — y ; donc^— donc  i 
+y=Tf&  *— <^^nc  ^ = 11, 
comme  auparavant. 

‘ On  trouveroit  le  même  réfultat , en  re- 
gardant la  formule  comme  de  la  fécondé 
éfpece.  ' ■ • ’ 

Enfin,  fi  on  vouloit  s’en  tenir  à la  troi- 
fieme  & prendre  pour  racine  i — y^  dont 
le  cube  eft  i — yy~\^‘Syy — auroit 
‘^*4:)'— -^3+3J , i_ainfi  xz=z'~ , 

où  infini , & par  conféquent  un  réfultat  qui 

V ) . 

f • » “ 

Mais  puifque  nôus  connoiflbns.déjà  les 
deux  cas,  i^,_fious  pouvons. 


n’eft  de  nul  ufagé. 
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aufli  faire  j car,  moyennant  cela, 

^i  y=.o , on  a x=i  ^ &L  ü y — 00  , on  a 

— • 

Soit  donc  x=.'^^ , & notre  formule 


4+44y+\iiyy 


OU 


devient  4-f-' 

^ > multiplions  les  deux 

- (i+yY  ^ 

termes  par  i -j-y , afin  que  le  dénomina- 
teur devienne  un  cube  , & ce  fera  le  nu» 
mérateur  8-|-6oj'-|-i77yy-|-i  zçy’ .qu’il 
s’agira  de  transformer  en  un  cube.  Si  pour 
cet  effet  nous  fuppofions  la  racine  =z2^yy^ 
nous  verrions  difparoîire  non- feulement  les 

' ^ ■ I •’  - ...  a 

deux  premiers  termes,  mais  auffi  les.der^ 
niers.  Ce  fera  donc  à la  feconde  elpece  que 
nous  rapporterons  notre  formule , en  prc: 
liant  pour  racine  p-\-')y  i le  cube  en  efl 

P' + 1 )ppy  r|-  7 \pyy, + } «ous 

ferons  177=75;^,  ou'/?^^,  & il  en  ré- 
fulte  8 4- 6oy~y ^ 1 5 ppy > ou'  '—^-^y. 

O . O : ■ “ 


■ 80379 

tirer  une  valeur  de  x.  * 


15623’  — \ pourroit 


Mais  on  peut  fuppofèr  àüflî  x 
& dans,  ce  cas  notre"  formule  devîet^' 


a+i  tj- 

~7  ' 
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1 8+36JK+1-1  m ; 

T (1— jkX 

de  forte  qu’en  multipliant  les  deux  termes 
par^i— jK»  on  a S+iSy+^^yy^ii^y^ 
à transformer  en  un  cube.  Si  donc  nous 
fuppofons , conformément  au  premier  cas  , 
la  racine  dont  le  cube  eft  8 

, nous  avons  89 

— i^5y=7  + W'^>  ou^V=T»^P^*‘ 

conféquent  J d’oii  l’on  tire  x 

===ii  ',  c’eft-à-dire  une  des  valeurs  déjà 
connues.  * ■ 

” Mais*  confîdérons  plutôt  notre  formule 
relativement  au  troifieme  cas , & fuppo- 
fdns,-en  la  racine  —i — çy  / le  cube  de  ce 
binohie  étant  '8 — ôoy  - j"  M RX/  ~ ^ 5 J'  ’ > 
nous  aurons  28-f-89y= — ôo-j-içoyy 
doncy=^,  d’où  l’on  tire  X'== — -“vide 
forte  que  nôtre  formule  devient  : 


»7 
^ 191016 


719 


OU  égale  au  cube  de'l^.  ' 

lèo,  • ’ ■ '■ 

Voilà  donc  les  méthodes  dont  on  eft  en 
polTeffion  quant  à'  préfent  y pqvr  réduire 
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des  formules  telles  que  celles  que  nou$ 
avons  confidérées , foit  à un  quarré , foit 
à un  cube  , pourvu  que  la  plus  haute  puif- 
fance  de  l’inconnue  ne  pafl’e  pas  le  qua- 
trième degré  dans  le  premier  cas , ni  le 
troifieme  dans  le*  (ècond  cas.  ■ 

On  pourroit  ajouter  encore  la  queftion 
de  transformer  une  formule  propofée'en 
un  quarré-quarré , dans  le  cas  bii  lîincon- 
nue  ne  pafferoit  pas  le  fécond  degré.  Mai» 
on  obfervera  que  fi  une  formule  , telle.que 
a-\~bx-^cxx  ^ doit  être  un  quarré-quarré,. 
il  faut  premièrement  qu’elle  foit  un  qt^rré, 
après  quoi  il  ne  reftera  qu’à  faire  de  la  ra-, 
cine  de  ce  quawé  un  nouveau  quarré  , par 
les  réglés  que,  nous  avons  données,  pqur 
cela.  Que  exemple doive 

être  un  bi- quarré,  on  fera  d’abord^  un 
quarré,  en  prenant  ^ ou  bien, 

auffi  = la  formule  alors  devient 

égale  au  quarré^ 

^ '"Appqq 

=^î±lSWP±SÈ:;  'ioi  u ,„nf- 

: ^pqq  - . f • ' •. 

former 
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former  la  racine  — ^ pareillement  en  un 
quarré  j qu’on  multiplie  dans  ce  deflein  les 
deux  termes  par  ipq , afin  que  le  dénomi- 
nateur devenant  un  quarré , on  n’ait  à trai- 
ter que  le  numérateur  xpq{j pp-^c^q).  On 
ne  peut  faire  un  quarré  de  cette  formule , 
qu’api^s  avoir  déjà  trouvé  un  cas  fatisfai- 
fant  J ainfi  fuppofant  q—p^ , il  faudra  que 

la  formule  ^pp{(jPP-^PPVÙ=^P%7+VÙ  y 
& par  conféquent  auffi  , en  divifant  par 
p^y  que  la  formule  2.{(7~|-{{)  devienne  un 
quarré.  Le  cas  connu  eft  ici  :^=i  , c’eft 
pourquoi  on  fera  :^=i-\-yy  & on  aura 
i^+^y')(.^+^y+yy)=i6-\-ioy-^6yy 
t\-iy\  dont  on  fuppofera  la  racine  =4 
^^-y  i le  quarré  i 2oy~\-^yy  étant 
égalé  à la  formule,  donne  6-j-2j=^; 
donc  y=l  & i=^.  Or  ainfi  q=^ 

& p=S,  ce  qui  rend  & la  for- 
mule . Si  enfin  on  extrait 

la  racine  quarrée  de  cette  fraftion  , on 
trouve  & tirant  encore  de  celle-ci  la 
racine  quarrée , on  trouve  ^ j donc  c’efi: 
Tome  II,  N 
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de  ^ que  la  formule  propofée  eft  le  quarré- 
quarré. 

i6i. 

Enfin  nous  avons  à remarquer  encore 
dans  ce  Chapitre  , qu'il  eft  des  formules 
dont  on  peut  faire  des  cubes  d’une  maniéré 
tout-à-fait  générale  ; car  fi,  par  exemple, 
cxx  doit  être  un  cube,  on  n’a  qu’à  faire 

fa  racine  —px,  & on  trouve  cxx=p'^x\ 

c 

on  c=p^ X , c’eft-à-dire  — , ou 
en  écrivant  - au  lieu  de  p. 

f ‘ 

La  raifon  en  eft  évidemment  que  la  for- 
mule contient  un  quarré  j c’eft  pourquoi 
toutes  les  formules,  comme  a{b-^cx)\ 
on  abb-\-iabcx-\-ac'xXy  peuvent  très-fa- 
eilement  fe  transformer  en  cubes.  En  effet, 
qu’on  en  fuppofe  la  racine  cubique  , 

on  aura  l’équation  a {b-\-cx  y = > 

qui,  divifée  par  (b+cxy,  donne  a= 

■ ^ ? 

d’où  l’on  tire  a:=  , valeur  dans  la- 

c 

quelle  q eft  arbitraire. 
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Il  eft  bien  clair  par-là  combien  il  eft  utile 
de  rélbudre  les  formules  propofées  en  leurs 
fafteurs  toutes  les  fois  que  cela  eft  poflible  ; 
& c’eft  donc  une  matière  dé  laquelle  nous 
croyons , avec  raifon , devoir  traiter  au 
long  dans  le  Chapitre  fuivant. 


CHAPITRE  XL 


De  la  Réfolutlon  de  la  formule  axx-]-bxy 
-j-cyy  en  fes  faveurs. 


• 162. 

IjES  lettres  x Srj  ne  lignifieront  ici  que 
des  nombres  entiers  ; & nous  avons  vu 
fuffifamment  dans  ce  qui  a précédé  y & 
même  lorfqu’il  falloir  fe  contenter  de  ré- 
fultats  fraftionnaires , que  la  queftion  peut 
toujours  être  ramenée  à des  nombres  en* 
tiers.  En  effet  fi , par  exemple , le  nombre 
cherché  x eft  une  fraftion,  on  n’a  qu’à 
faire  x=‘-,  & on  pourra  toujours  afligner 
r & « en  nombres  entiers  j & comme  cette 

N ij 
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fraélion  peut  fe  réduire  à fes  moindres  ter- 
mes , on  regardera  les  nombres  / & « com- 
me n’ayant  aucun  commun  divifeur. 

Suppofons  donc  que  dans  la  formule  pré- 
fente JC  & 7 ne  foient  que  des  nombres  en- 
tiers , & tâchons  de  déterminer  quelles 
valeurs  on  doit  donner  à ces  lettres , pour 
que  la  formule  obtienne  deux  ou  plufieurs 
faaeurs  -,  c’eft  une  recherche  préliminaire 
très-néceffaire,  avant  que  nous  puiffions 
faire  voir  comment  cette  formule  fe  tranf- 
forme  en  un  quarré  , un  cube  ou  une  puif- 
fance  plus  haute. 

163. 

Trois  cas  fe  préfentent  à confidérer  ici. 
Le  "premier,  quand  la  formule  fe  décom- 
pofe  réellement  en  deux  fafteurs  rationnels, 
ce  qui  arrive  , comme  nous  avons  déjà  vu 
plus  haut , lorfque  bb-^4^c  devient  un 

quarré. 

Le  fécond  cas  eft  celui  oii  ces  deux  fac- 
teurs font  égaux , & où  par  conféquent  la 
formule  eft  un  quarré. 
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Le  troifieme  cas  a lieu  , quand  la  for- 
mule n’a  que  des  faéfeurs  irrationnels , foit 
qu’ils  foient  fimplement  irrationnels , foit 
qu’ils  foient  même  imaginaires.  Ils  feront 
flmplement  irrationnels , lorfque  bb  — ^ac 
fera  un  nombre  pofitif  fans  être  un  quarré  ; 
ils  feront  imaginaires , fi  hb—^ac  eft  négatif. 

164. 

Si,  pour  commencer  par  le  premier  cas, 
nous  fuppofons  que  la  formule  foit  réfoluble 
en  deux  faéleurs  rationnels , on  pourra  lui 
donner  cette  forme  (,fx-\-gy){hx-\-ky)  ^ 
qui  renferme  donc  naturellement  déjà  deux 
faékurs.  Voudra-t-on  enfuite  qu’elle  con- 
tienne d’une  maniéré  générale  un  plus  grand 
nombre  de  fafteurs,  on  n’aura  qu’à. faire 
fx-\-gy—^(j , & hx-\-ky=rf  ; notre  for- 
mule deviendra  dans  Ce  cas  égale  au  pro- 
duit pqrf,  elle  contiendra  par  conféquent 
quatre  faéfeurs,  & on  pourra  augmenter 
ce  nombre  à volonté.  Or  nous  obtenons  par 
ces  deux  équations-là  pour  x une  double 
valeur , favoir  x=^-^  ècx~'^^ , ce  qui 

N iij 
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donne  kpq — hgy=frf — jky , & par  con- 
féquent  or  fi  l’on 

veut  que  x Su  y foient  exprimés  en  nom- 
bres entiers , il  faudra  donner  aux  lettres 
p,  q , r Si  f des  valeurs  telles  que  le  nu- 
mérateur foit  réellement  divifible  par  le 
dénominateur  ; ce  qui  arrive  lorfque  foit. 
P 8>i  r,  foit  q Si  f font  divifibles  .par  ce 
dénominateur. 

165. 

Pour  rendre  tout  cela  plus  clair  ^ foit 
donnée  la  formule  xx — yy , qui  eft  com- 
pofée  des  fafteurs  {x — y).  Si  cette 

formule  doit  être  réfolue  en  un  plus  grand 
nombre  de  faéleurs,  on  fera  x-^y=pq^ 
Si  X — yz=rf.  Si  oïl  aura  Siy 

, or  il  faudra  donc  pour  que  ces  va- 
leurs deviennent  des  nombres  entiers , que 
les  deux  nombres  pq  Si  rf  foient  ou  tous 
deux  pairs  ou  tous  deux  impairs. 

Soit , par  exemple  , p=j  , ^—5 , /==3 
& f—i  , on  aura  pq—'^  5 Si  rj~y  j donc 
x=:ï^  Si  y =16  j Si  de-là  réfulte  xx — yy 
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= 105,  lequel  nombre  eft  compofé  en  effet 
des  fafteurs  7. 5. 3.1  , de  forte  que  ce  cas 
ne  fouffre  aucune  difficulté. 

166. 

Le  fécond  en  fouffre  encore  moins , fa- 
voir  celui  où  la  formule  renfermant  deux 
fafteurs  égaux , peut  fe  repréfenter  de  cette 
maniéré,  {fx-\-gyy  ^ c’eft-à-dire  par  un 
quarré , qui  ne  peut  avoir  d’autres  facfeurs 
que  ceux  qui  proviennent  de  la  racine  fx 
~\-gy  i car  fi  l’on  fait  fx-\-gy—pqr,  la 
formule  devient  =.ppqqrr^  & peut  avoir 
par  conféquent  autant  de  faéfeurs  que  l’on 
veut.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  l’un 
feulement  des  deux  nombres  x y eù:  dé- 
terminé , & que  l’autre  peut  fe  prendre  à 
volonté  i car  , & il  eft  facile  de 

donner  ky  une  valeur  telle  que  la  fraftion 
dilparoiffe, 

La  formule  de  cette  efpece  la  plus  aifée 
à traiter,  eft  xx  ; fi  l’on  (ait  x—pqr,  le 
quarré  xx  renfermer^  trois  faéleurs  quartés, 
iavoir  pp  y qq  ^ rr, 

Niv 
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167. 

On  rencontre  bien  plus  de  difficultés 
en  traitant  le  troifieme  cas , qui  eft  celui 
dans  lequel  notre  formule  ne  peut  fe  dé- 
compofer  en  deux  fafteurs  rationnels  j & 
il  faut  ici  des  artifices  particuliers , âfin  de 
trouver  pour  x y des  valeurs  telles  que 
la  formule  renferme  deux  ou  plufîeurs  fac- 
teurs. 

Nous  rendrons  cependant  cette  recher- 
che moins  difficile , en  obfervant  que  notre 
formule  fe  transforme  facilement  en  une 
autre , dans  laquelle  le  terme  moyen  man- 
que ; car  en  effet  on  n’a  qu’à  fuppofer  x 
= 17»  ^voir  la  formule  fuivante: 

I hx-*^yy  I I 

Ainfi  nous  omettrons  auffi-tôt  le  terme 
moyen  , nous  confidérerons  la  formule 
axx-\-cyy , & nous  chercherons  quelles 
valeurs  on  doit  donner  à jc  & ày , pour  que 
cette  formule  fe  décompofe  en  fafleurs. 
On  jugera  facilemeQt  que  cela  dépend  de 
la  nature  des  nombres  a & c ; auffi  com- 
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mencerons-nous  par  quelques  formules  dé- 
terminées de  cette  efpece, 

i68. 

Soit  donc  propofée  d’abord  la  formule 
xx-^yy , qui  comprend  tous  les  nombres 
qui  font  la  fomme  de  deux  quarrés , & dont 
nous  allons  mettre  les  plus  petits  fous  les 
yeux  J favoir  ceux  qui  font  compris  entre 
1 &50: 

I,  2,  4,  5 , 8,  9,  10,  13,  16,  17,  18, 
20,  25,  26  f 29,  32,  34,  36,  37» 
40,  41 , 45, 49  , 50. 

On  voit  qu’il  fe  trouve  parmi  ces  nom- 
bres quelques  nombres  premiers  qui  n’ont 
point  de  divifeursj  ce  font  ceux-ci;  2,5, 
13,  17,  29,  37,  41.  Les  autres  ont  des 
^ivifeurs , & ils  rendent  plus  claire  la  qùef- 
tion  ; Quelles  valeurs  on  doit  adopter  pour 
X 8c  y , afin  que  la  formule  xx-\^yy  ait 
des  divifeurs  ou  des  faft eurs , 81  qu’elle  ait 
même  autant  de  ces  fafteurs  que  l’on  vou- 
dra ? Nous  remarquerons  de  plus  qu’on  peut 
faire  abftraéHon  des  cas  où  & y ont  un 
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commun  divifeur,  parce  qu’alors  xx-\-jry 
feroit  divilible  par  le  même  divifeur,  & 
même  par  fon  quarré  : par  exemple , fi  x 
=yp  Sc  y=yq  ^ la  fomme  des  quarrés, 

ou  49PP+49^‘ï—49iPP+99h  ^era  di- 
vifible  non- feulement  par  7 , mais  auffi  par 
49.  C’eft  pourquoi  nous  netendrons  la 
queftion  qu’à  des  formules  oh  x Sc  y n’ont 
aucun  commun  divifeur. 

On  voit  facilement  à préfent  en  quoi  gît 
la  difficulté  ; car  fi  d’un  côté  il  eft  clair  que, 
lorfque  les  deux  nombres  x 8>c  y font  im- 
pairs , la  formule  xx-\~yy  devient  un  nom- 
bre pair , & par  conféquent  divifible  par  2 , * 
il  eft  fouvent  d’autant  moins  aifé  de  favoir 
fi  la  formule  a des  divifeurs  ou  fi  elle  n’en 
a pas , lorfque  de  l’autre  côté  un  des  nom- 
bres JC  & étant  pair  & l’autre  impair  , 1^ 
formule  elle-même  devient  impaire.  Nous 
ne  parlons  pas  du  cas  où  jc  & feroient 
pairs,  parce  que  nous  avons  déjà  fait  fentir 
que  ces  nombres  ne  doivent  point  avoir 
de  commun  divifeur. 
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169. 

Que  les  deux  nombres  x^y  foient  donc 
premiers  entr’eux,  & que  cependant  la  for- 
mule xx-\-yy  doive  contenir  deux  ou  plu- 
{ieurs  faveurs.  La  méthode  précédente  ne 
peut  s’appliquer  ici , parce  que  la  formule 
n’eft  pas  réfoluble  en  deux  faéfeurs  ration- 
nels ; mais  les  fafteurs  irrationnels  qui  com- 
pofent  la  formule  , & qu’on  peut  repré  fen- 
ter  par  le  produit  (x+yy/—î)(^x—yy'—i), 
nous  rendront  le  même  fervice.  En  effet , 
on  fent  bien  que  fi  la  formule  xx-\~yy  a 
des  faft eurs  réels , il  faut  que  ces  faéleurs 
irrationnels  foient  compofé?  d’autres  fac- 
teurs ; parce  que  s’ils  n’avoient  pas  aufli  des 
divifeurs,  leur  produit  ne  pourroit  pas  non 
plus  en  avoir.  Or  comme  ces  facleurs  font 
irrationnels , & même  imaginaires , & que 
de  plus  les,  nombres  x ôcy  ne  doivent  point 
avoir  de  commun  div;feur , ils  ne  peuvent 
renfermer  des  faéleurs  rationnels , & il  faut 
qu’ils  foient  pareillement  irrationnels , & 
même  imaginaires. 
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170. 

Si  l’on  veut  donc  que  la  formule  xx-^yy 
ait  deux  fafteurs  rationnels , il  faudra  dé- 
compofer  chacun  des  deux  fa6feurs  irra- 
tionnels en  deux  autres  faftéurs  ; c’eft 
/ pourquoi,  fuppofons  d’abord  x-\-y\/ — i 
= CiP + 0 ('•+//— 0;  & puifque 
y—^i  peut  fe  prendre  auffi  bien  en  moins 
qu’en  plus,  nous  aurons  en  même  temps 

x—yy^—i  — {p—^v^~ï)  (^— /v/— 0 ; 
prenons  maintenant  le  produit  de  ces  deux 
quantités , & nous  verrons  que  notre  for- 
mule xx~\-yy—(^pp-\-<jq)(rr-\-ff),  c’eft- 
à-dire  qu’elle^ontient  les  deux  faéleurs  ra- 
tionnels pp-\-<jq  & 

Il  nous  refte  à préfent  à déterminer  les 
valeurs  de  jc  & de  y , qui  doivent  de  même 
^ être  rationnelles  ; or  la  fuppofition  que  nous 
avons  faite,  donne  x-\-y\/ — i=pr — qf 
+/yV— I , & x—yy'—i^pr 
— 2/ — — * — pfv^ — I > h nous  ajoutons 
ces  formules,  nous  avons  x=.pr — qf;  li 
nous  les  fouftrayons  l’une  de  l’autre  , nous 
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trouvons  xy\/ — i=zipfy/ — i+iqry^ — i, 
ou  y=pf^qr. 

Il  s’enfuit  par  conféquent  de -là,  qu’en 
faifant  x=pr — qf  & y=pf-^qr , notre 
formule  xx-\-yy  ne  peut  manquer  d’obte- 
nir deux  faveurs , puifqu’on  trouve  xx-yyy 
—^PP'\~‘î‘Ù  Que  fi  l’on  deman- 

doit  après  cela  un  plus  grand  nSmbre  de 
fafteurs , on  n’auroit  qu’à  donner  de  la 
même  maniéré  à /j  & à ^ des  valeurs  telles 
que  pp-\-qq  eût  deux  fafteurs  ; on  auroit 
alors  trois  faêleurs  en  tout , & ce  nombre 
pourroit  être  augmenté  par  la  méthode 
autant  qu’on  voudroit. 

I7I. 

Comme  nous  n’avons  rencontré  dans 
cette  folution  que  les  fécondés  puilTances 
de  /J,  on  peut  prendre  auffi  ces 

lettres  en  moins  ; que  q,  par  exemple  , foit 
nég.atif,  on  aura  x—pr-\-qf  Si  y—pf—qr ; 
mais  la  fomme  des  quarrés  fera  la  même 
qu’auparavant , ce  qui  nous  fait  voir  que 
quand  un  nombre  efl:  égal  à un  produit  tel 
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que  (^pp-\-qq){rr-\-ff) , on  peut  de  deux 
façons  le  décompofer  en  deux  quartés  ; car 
nous  avons  trouvé  d’abord  x =pr—qf^ 
y~pf-\-q^  » & après  cela  auffi  xx=^pr-\-cij 
^y~pf—qr> 

Soit,  par  exemple,  /j=3  , q=:x  , r=:x 
& j~z\ , on  aura  le  produit  1 3 . 5—6 5 z=.xx 
'-\-yy  •>  ou  x=j^  8>c  y=y , comme 
& y— I J puifque  dans  l’un  & l’autre  cas 
xx-\-jy=:6'^.  Si  l’on  multiplie  plufieurs 
nombres  de  cette  efpece , on  aura  auffi  un 
produit  qui  pourra  être  d’un  plus  grand 
nombre  de  façons  la  fomme  de  deux  quar- 
tés. Qu’on  multiplie,  par  exemple  , 

= 3'-+2*=i3  , & 4*+i^=i7,  on 

trouvera  1105,  lequel  nombre  peut  fe  dé- 
compofer  en  deux  quarrés  de  quatre  ma- 
niérés , comme  on  va  voir  : 

I-)33'+4%  II.)  32*4-9’,  III.)3i‘4i2*, 
IV.)  24*4  23*. 


172. 


Parmi  les  nombres  qui  font  contenus 
dans  la  formule  xx-{-yy^  fe  trouvent  donc 
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premièrement  ceux  qui  font , par  la  mul- 
tiplication , le  produit  de  deux  ou  de  plu. 
fleurs  nombres  j en  fécond  lieu  ceux  qui 
font  formés  différemment.  Nous  nomme- 
rons ces  derniers  faveurs  Jimples  de  la  for- 
mule xx-^yy , & les  premiers  faveurs  corn- 
pofés.  D’après  cela  les  faéfeurs  fimples  fe- 
ront des  nombres  tels  que  les  fuivans  : 

I,  5 > 9>  n»  *7,  37,  41 , 49» 

& on  diftinguera  dans  cette  fuite  deux  ef- 
peces  de  nombres  j les  uns  font  les  nombres 
premiers,  2,  5,  13,  17,  29,  37,  41-, 
qui  n’ont  aucun  divifeur  , & qui  tous , ex- 
cepté le  nombre  2 , font  tels  que  fi  l’on 
en  ôte  i , le  refte  fe  trouve  diviftble  par 
4 J de  forte  que  tous  ces  nombres  font  con- 
tenus dans  l’expreffion  4/1-}- 1.  La  fécondé 
efpece  comprend  les  nombres  quarrés  9 , 
49  , &c.  & on  remarquera  que  les  racines 
de  ces  quarrés , favoir  3,7,  &c.  ne  fe 
trouvent  pas  dans  la  fuite , & que  ces  ra- 
cines font  contenues  dans  la  formule  4^— i , 
Il  eft  clair  d’ailleurs  qu’aucun  nombre  de 
la  forme  471 — i ne  peut  être  la  fomme  de 
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deux  quarrés  ; car  puifque  ces  nombres 
font  impairs , il  faudroit  que  l’un  des  deux  I 
quarrés  fût  pair  & que  l’autre  fût  impair  j 
or  nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  les 
quarrés  pairs  font  divifibles  par  4,  & que 
les  quarrés  impairs  font  contenus  dans  l’ex- 
preflion  4/z-j-i  j fi  donc  on  ajoute  un  quarré 
pair  & un  quarré  impair , 1^  fomme  aura 
toujours  la  forme  de  , & jamais  de 

4/2 — I.  Que  tout  nombre  premier  au  refte 
qui  appartient  à la  formule  4/2-{-i , efl:  la 
fomme  de  deux  quarrés  j c’eft  une  vérité 
indubitable , mais  qui  n’eft  pas  tant  aifée 
à démontrer. 

173.  . 

Allons  plus  loin , & confidérons  la  for- 
mule xx-\-iyy , dans  le  defiein  de  voir 
quelles  valeurs  il  faut  donner  à x à y, 
afin  qu’elle  ait  des  faéfeurs.  Comme  cette 
formule  s’exprime  par  les  faéfeurs  imagi- 
naires (x+yy/ — i)(a' — y\/ — 2),  on  voit, 
ainfi  qu’auparavant , que  fi  elle  a des  di- 
vifeurs  , ces  faâeurs  imaginaires  doivent 

pareillement 
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pareillement  en  avoir.  Qu’on  fuppofe  donc 

1—  C/'+yv/— i ) ( '•+/ i ) , 
d’où  s’enfuit  de  foi -même  x — y y/ — z 
= (/j — q\/ — 2)  (/■ — f\/ — 1)  , & on  aura 
+ zyy r=  {pp -^zqq){ rr-[- ijf)  y ainlî 
cette  formule  a deux  faéfeurs  , defquels 
l’un  & l’autre  ont  la  même  forme.  Mais 
il  refte  à déterminer  les  valeurs  de  x & 
de  y , qui  produifent  cette  transforma- 
tion J on  confidérera  , pour  y parvenir  , 
que,  puifque  x-\-yy/ — i—pr — zqf-\~qr 
}/ — z-\~p[\/ — 2,  & que  X — y}/ — i—pr 
— iqf — qr\/ — 2 — pf  y/ — 2 , on  a la  fom- 
me  zx—ipr — ^qf]  & par  conféquent  x 
=:pr — iqf^  & qu’on  a de  plus  la  différence 
zyy/ — z—iqry/ — i-\-zpjy/ — 2;  de  forte 
que  y=.qr-\-pf.  Lors  donc  que  notre  for- 
mule XX  -j-  zyy  doit  avoir  des  faêleurs , ils 
feront  toujours  des  nombres  de  la  même 
efpece  que  la  formule  , c’ell-à-dire  que 
l’un  aura  la  forme  pp-\-iqq  ^ & l’autre  la 
forme  rr-^zjf  i & afin  que  ce  cas  ait  lieu , 
X Sc  y-  pourront  encore  fe  déterminer  de 
deux  maniérés  différentes,  à caufe  que  q 
Tome  JJ.  O 
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peut  être  également  négatif  & pofitif  ; .cafi 
on  aura  d’abord  x—pr — 2^/,  ^ y^=^pf-\-qr^ 
en  fécond  lieu  x=pr-^iqf  & y=pf 
—qr. 

174. 

Cette  formule  xx-\-xyy  renferme  donc  ' 
tous  les  nombres  qui  réfultent  de  l’addi- 
tion d’un  quarré  & du  double  d’un  autre 
quarré  j & voici  l’énumération  de  ces  nom- 

1,  2,  3 , 4,  6,  8, 9,  Il , 12,  16,  17, 
18,  19,  22,  24,  25,  27,  32,  33,  34, 
36,  38,  41  , 43/44,  49,  50- 


Nous  diviferons , comme  auparavant, 
ces  nombres  en  fimples  & compofés  ; les 
fimples , ou  ceux  qui  ne  font  pas  compofés 
des  nombres  précédens , font  ceux-ci  : ' i , 

3,  ïi,  ï7,  19,  ^5,  41,  43,  49, 
tous , excepté  les  quarrés  25  & 49 , font 
des  nombres  premiers  j & il  faut  remar- 
quer qu’en  général , fi  un  nombre  eft  pre- 
mier & ne  fe  trouve  pas  dans  cette  fuite, 
on  eft  sûr  d’y  rencontrer  fon  quarré.  Oh 


J 


’uum. 
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peut  obferver  auffi  que  tous  les  nombres 
premiers  qui  font  contenus  dans  notre  for- 
mule , appartiennent  tous  foit  à l’expre/Tion 
8/z-j-i  , foit  à 8/z-[“3  » tandis  que  tous  les 
autres  nombres  premiers , favoir  ceux  qui 
font  compris  dans  les  formules  8;z-|-5  & 
8/z-t*7 , ne  peuvent  jamais  former  la  fomme 
d’un  quarré  & d’un  double  quatre  j il  eft 
de  plus  très- certain  que  tous  les  nombres 
premiers  qui  font  contenus  dans  une  des 
autres  formules,  8/z-j-i  & 8;z-|-3  , font 
toujours  réfolubles  en  un  quarré  joint  au 
double  d’un  quarré. 

175- 

Paffons  à l’examen  de  la  formule  géné- 
rale xx+cyy,  & voyons  moyennant  quelles 
valeurs  de  x & de  ^ on  peut  la  transfor- 
mer en  un  produit  de  fafteurs. 

Nous  procéderons  comme  ci-defTus; 
nous  repréfenterons  la  formule  par  le  pro- 
duit v/  — -c)  , & nous 

exprinierons  pareillement  chacun  de  ces 
faéfeurs  par  deux  faéleurs  la  même 

O ij 
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efpece  j c’eft-à-dire  que  nous  ferons 
l/—C-(p-]-qr\/ ~c)  (H-/v^— c5'‘& 
x—y\/—c=(p~qŸ—c)  {r—f \/—c)f 
de- là  réfulte  xx-^cyy—{pp+cqq){rr-\-cff), 
& l’on  voit  donc  que  de  nouveau  les  fac- 
teurs font  de  la  même  efpece  que  la  for- 
mule. Quant  aux  valeurs  de  x & dejy, 
on  trouvera  de  même  facilement  x=:.pr 
cqf  ^ y—qr-\-pJ\  OU  bien  auffi  x—pr 
— cqf^  ècy=:pf — qr,  & il  eft  aifé  d’ima- 
giner comment  la  formule  peut  fe  réfoudre 
en  un  plus  grand  nombre  de  faêfeurs.  : 

176. 

Il  fera  facile  maintenant  de  procurer  auffi 
des  faêfeurs  à la  formule  xx  — cyy  ^ car 
d’abord  on  n’a  qu’à  écrire  — c au  lieu  de 
-\-c  ; mais  de  plus  on  peut  les  trouver  im- 
médiatement de  la  maniéré  fuivante  : com- 
me notre  formule  équivaut  au  produit 

0 » qu’on  faffe  x-\-yy/c 

^ V ('' — / yc)  , & on  aura  fur 

le  champ  — cyy={pp — cqq)(^rr — cff)i 
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en  forte  que  cette  formule  eft , de  même 
que  les  précédentes , égale  à un  produit 
dont  les  faéleurs  lui  reffemblent  par  la  for- 
me. Pour  ce  qui  regarde  les  valeurs  de  .r 
& de  J,  elles  fe  trouveront  pareillement 
être  doubles  j cela  veut  dire  qu’on  aura 
x=.pr-\-cqj  & y~qr-^pj , & qu’on  aura 
auffi  x—pr — cqf  & y=pf — qr-  Que  fi  on 
vouloir  faire  la  preuve  & voir  fi  on  obtien- 
droit  par-là  le  produit  qu’on  a trouvé , on 
auroit,  en  effayant  les  premières  valeurs, 
xx=pprr-}-xcpqrf-\-ccqqff,  Si  yy=ppjf 
^zpq'rf-\-c/»qrr,  OU  cyy  = cppff-\- xcpqrj 
^cqqrf  ; de  forte  que  xx  — cyy=ipprr 
—cppff^ccqqff — cqqrr  ^ ce  qui  n’efi:  autre 
chofe  que  le  produit  trouvé,  {pp — cqq) 
{rr-cff). 

177- 

Jufqu’à  préfent  nous  avons  confidéré  le 
premier  terme  fans  coefficient  ; mais  nous 
allons  fuppofer  à préfent  que  Ce  terme  foit 
pareillement  multiplié  par  une  autre  lettre  , 

- & nous  chercherons  quels  faveurs  la  for- 
mule axx-^cyy  peut  obtenir. 

O iij 
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Il  eft  évident  ici  que  notre  formule  éft 
égale  au  produit  {x  y/ a-^y\/  — c)(jry/ a 

il  s’agit  par  conféquent 
de  donner  de  même  des  fafteurs  à ces  deux 
fafteurs.  Or  il  fe  préfeme  en  ce  point  une 
difficulté  J car  fi  l’on  vouloir , d’après  la 
méthode  précédente , faire  jcy/ — c 
z=(p\/  û+a\/— c)(/-y/ a4-f\/—c)=apr 
— cqf^pfy — acA-qrx/- — ac  , xy  a 

\/~0  =apr—cqf—pfŸ—ac—gry/—ac  ; 
on  auroit  ixy  a—xapr — & xy 
\/ — c—ipf\/ — ac-\-xqr\/-^ac  } c’eft-à- 
dire  qu’on  trouveroit  tant  pour  x cjue  pour 
y des  valeurs  irrationnelles , lefquelles  né 
peuvent  être  admifes  ici. 

178. 


Mais  cette  difficulté  peut  fe  lever,  & 
voici  comment:  Qu’on  fafie  x\/ a-\-y^ — c 

= — 0 ( '■+/ >/ 

' — V V — V — ^ » & JCV  a 

—yV—c—{pVa—<]\ —c)  (r—f  \/—ac) 
'=^pr\  a — cqf  y a — qr  y — c — apf  y — c i 
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cette  fuppofition  donnera  pour  x Sc  y les 
valeurs  rationnelles  fuivantes:  x—pr — cqf 
& y ^=qr-^apf i & notre  formule,  axx 
+cyy,  aura  les  (3JEkQms{app-\-cqq){rr->tacff  ), 
dont  l’un  feulement  eft  de  la  même  efpece 
que  la^formule , l’autre  ayant  une  forme 
différente. 

179- 


Il  ne  laifle  pas  cependant  d’y  avoir  une 
grande  affinité  entre  ces  deux  formules , 
vu  que  tous  les  nombres  qui  font  contenus 
dans  la  première  formule , ft  on  les  mul- 
tiplie par  un  nombre  compris  dans  la  fé- 
condé , retombent  dans  la  première.  Nous 
avons  auffi  déjà  vu  que  deux  nombres  de 
la  fécondé  forme  xx-\-acyy , laquelle  rer 
vient  à la  formule  xx~\~cyy  que  nous  avons 
confidérée , étant  multipliés  l’un  par  l’autre , 
redonnent  un  nombre  de  la  même  forme. 

Il  ne  nous  relie  donc  qu’à  examiner  à 
quelle  formule  appartient  le  produit  de  deux 
nombres  de  la  première  efpece , ou  de  la 
forme  axx-\-cyy. 
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Multiplions , dans  cette  vue  , les  deux  ^ 
formules  {app-\-cqq){arr-^cff) , qui  font 
de  la  première  efpece  j il  eft  aifé  à voir 
que  ce  produit  pourra  être  repréfenté  de  ; 
cette  maniéré:  {p.pf-\-cqjy-\-ac{pf—qry.) 
Si  donc  nous  fuppofons  ici  apr-\-cqf~x  ^ 
&pf-  qr=.y,  nous  aurons  la  formule  xx  I 
~^acyy,  qui  eft  de  la  derniere  efpece.  IL 
s’enfuit  de -là  que  deux  nombres  de  la  pre- 
mière efpece  axx-\-cjj , étant  multipliés' 
i’un  par  l’autre , le  produit  eft  un  nombre 
de  la  fécondé  efpece.  Si  nous  indiquons 
les  nombres  de  la  première  efpece  par  I, 

& ceux  de  la  fécondé  par  II , nous  pou- 
vons indiquer  de  la  maniéré  abrégée  qui 
fuit  les  concluftons  auxquelles  nous  venons 
d’arriver  : 

I.I  donne  II  j LU  donne  I ; II.II  donne  II. 

Et  on  voit  par- là  d’autant  mieux  ce  qui  doit 
en  réfulter , fi  on  multiplie  plus  de  deux 
de  ces  nombres  ; favoir  que 

I.I.I  fait  I ; que  I.I. II  fait  II  j que  I. II.II  fait  I. 
Enfin  que  II. II.II  fait  II. 
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180. 

Soit , pour  éclaircir  l’article  précédent , 
‘û=;2  & , il  en  réfultera  deux  efpeces 

de  nombres,  Tune  contenue  dans  la  for- 
mule ixx-\~-^yy  J l’autre  comprife  dans  la 
formule  xx-j~6yy^.  Or  les  nombres  de  la 
première  poufles  juliju'à  5 o , font 

3»  5 » 8 » I ï J M,  18,  20,  21, 
^7>  ^9»  30»  3^»  35  J 44.  45  5 48,  5°- 

r 

Et  les  nombres  d^e  la  fécondé  efpece  , pouf- 
fés  de  même  jufqu’au  nombre  5 o , font 

U.)  1 , 4,  6,  7,  9,  10,  I ç , 16,  22,  24, 
25  , 28,  31,  33,  36,  40,  42,  49. 

Si  donc  nous  muîtiplions  maintenant  un 
nombre  de  la  première  efpece  , par  exem- 
ple 3 5 , par  un  nombre  de  la  fécondé , fup- 
pofons  par  31  ,de  produit  1085  fera  fure- 
/nent  compris  dans  la  formule  ixx-j-}yy  ; 
ou  bien  on  peut  trouver  pour  y un  nom- 
bre tel  que  1085 — '^yy  foit  le  double  d’un 
quarré  , ou  — ixx;  or  cela  arrive  d’abord 
quand  j'=3  , dans  lequel  cas  a:=:23  j en 
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fécond  lieu , quand  ^=i  i , en  forte  que 
x—\  9 J en  troifieme  lieu  , lorfque^=i  3 , 
ce  qui  donne  x—vj-,  & enfin  , en  qua-  • 
trieme  lieu,  quand  , d’où  réfulte 

x=i. 

On  peut  partager  ces  deux  efpeces  de 
nombres  , comme  les  autres , en  nombres 
fimples  & en  nombres^  compofés  j on  don- 
nera ce  dernier  nom  à ceux  qui  font  com- 
pofés de  deux  ou  de  plufieurs  des  nombres, 
plus  petits  de  l’une  ou  de  l’autre  efpece'^ 
ainfi  les  nombres  fimple%  de  la  première 
efpece  feront  ceux-ci:  2,  3 , 5 , 1 1 , 29,* 

& les  nombres  compofés  de  la  même  ef- 
pece , feront  8 , 12,  14,  18,  20 , 27 , 
30,  32,  35  , 40,  45*,  48,  50^  &c. 

Les  nombres  fimples  de  la  fécondé  ef- 
pece feront  i , 7 , 31,  & tous  les  autres 
de  cette  efpece  feront  des  nombres  conir 
pofés , favoir  4,6,9,  10,  15,16,22, 
24,25,28,33,36,40,42,49. 
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CHAPITRE  XII. 

De  la  Transformation  de  la  formule  gxx 
cyy  en  des  quarrés  & en  des  puljfances 
plus  élevées. 

1 8 1 . 

Nous  avons  déjà  vu  plus  haut  qu’il  eft 
fouvent  impoffible  de  réduire  à des  quar- 
rés  des  nombres  de  la  forme  axx-\-cyy  ; 
mais  toutes  les  fois  que  cela  eft  poflible , 
on  peut  transformer  cette  formule  en  une 
autre,  dans  laquelle  az=^\.. 

Par  exemple  , la  formule  ipp — qq  peut 
devenir  un  quatre,  & comme  elle. peut 
auffi  fe  repréfenter  par  {ipyqj  — i{pyqy , 
on  n’a  qu’à  faire  xp-fqzz=.x  & p-f-q=y  ^ 
& on  parvient  à la  formule  xx — ^^yy  •, 
dans  laquelle  a—i  & c=2.  C’eft  une 
femblable  transformation  qui  a lieu  toutes 
les  fois  que  de  telles  formules  peuvent  de- 
venir des  quarrés.  Ainlî  quand  il  s’agit  de 
transformer  la  formule  axx-\-cyy  en  un 
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quarré , ou  en  une  puiflance  plus  haute 
mais  paire  , on  peut , fans  balancer , fup- 
pofer  a—\^  & regarder  les  autres  cas 
comme  impolTibles.  . ' 

182. 

Soit  donc  propofée  la  formule  xx-\-cyy^ 
& qu’il  s’agiffe  d’en  faire  un  quarré.  Comme 
elle  eft  compofée  des  fafteurs  {x-^y\/ — c) 
{x — y\/ — c) , il  faut  que  ces  fafteurs  foient 
ou  des  quarrés  ou  des  quarrés  multipliés 
par  un  même  nombre.  Car  fi  le  produit 
de  deux  nombres,  par  exemple,  pq,  doit 
être  un  quarré , il  faut  que  p—rr  & 
c’eft-à-dire  que  chaque  faéfeur  foit  de  foi- 
même  un  quarré  , ou  bien  que  p=^mrr  & 
qzz^mff,  & qu’ainfi  ces  fafleurs  foient  des 
quarrés  multipliés  l’un  & l’autre  par  un 
même  nombre.  C’efl:  pourquoi  nous  ferons 
x-\-y\/ — c=^m{p-^q\/ — i)*;  il  s’enfui- 
vra  X — y\/ -^c—m{p — q\/ — c)“ , & nous 
aurons. xx-^cyy^mm^pp-^cqqy  , ce  qui 
eft  un  quarré.  Nous  avons  de  plus,  pour 
déterminer  x &:y,  les  équations  x-\-y\  -x 


Digilized  by  GoogI 


111 


d' A L G E B R E. 

■^=.mpp-^  impq^  — c — mcqq,  & x — y 
— c=mpp  — impq^ — c — Tticqq  ^ dans 
lefquelles  naturellement  x équivaut  à la 
partie  rationnelle  , & y\/ — c à la  partie 
irrationnelle  J ainii  x—mpp — mcqq , 

\/ — c=impq\/ — c y ou  y=impq  , & ce 
font  ces  valeurs  de  x & de  qui  tranf- 
forment  l’expreffion  xx  + cyy  en  un  qnarré 
mm{pp-\-cqqy  y dont  la  racine  mpp 
’-\-mcqq. 

183.  ■ 


Si  les  nombres  x Sz  y ne  doivent  point 
avoir  de  divifeur  commun,  il  faut  fuppo- 
fer  m=:i.  Alors,  pour  faire  que  xx-\-cyy 
devienne  un  quarré , on  fe  contente  de 
prendre  x=.pp — cqq  Sc  y=  ipq , ce  qui 
rend  la  formule  égale  au  quarré  pp-\-cqq. 

On  peut  aufli , au  lieu  de  faire  x=pp 
— cqq  y fuppofer  X'=.cqq — pp  , vu  que  le 
quarré  xx  ne  laiffe  pas  d’être  le  même. 

Les  mêmes  formules , au  refie , ayant 
été  trouvées  plus  haut  par  des  voies  tout- 
à-fait  différentes , il  ne  peut  y avoir  de 
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doute  fur  la  jufteffe  de  la  méthode  que  nouï 
venons  d’employer.  En  effet,  fi  on  veui 
que  xx-\-eyj  devienne  un  quarré , par  h 
méthode  précédente  on  fuppofe  la  racin 
=x-|-— , & on  trouve  xx-\-cyy—xx^^ 
. on  efface  les  xx  ^ on  divifef 


les  autres  termes  par  y , on  multiplie  pail 
& on  a cqqy  = ipqx-\-ppy  , OU  cq<j^ 

■ — ppy~ipqx  ; divifant  enfin  par  ipq 
pary^,  il  en  ré  fuite  j Or  a:  & 

devant , ainfi  que  />  & q , n’avoir  points 
de  divifeur  commun , il  faut  égaler  x aifc* 
numérateur  & au  dénominateur , & o^; 
obtient  par- là  les  mêmes  réfultats  que  noui^ 
venons  de  trouver,  favoir  x — cqq — pp, 

^ J^=  W 

184. 


‘ Cette  folution  efi:  bonne , que  le  nom- 
bre c foit  pofitif  ou  qu’il  foit  négatif  ; mais 
fi  de  plus  ce  nombre  a lui-même  des  fac- 
teurs , comme  fi  c’éroit , par  exemple  , la 
formule  xx-j-acyy  qui  dût  devenir  un 
quarré , on  auroit  non-feulement  la  folu- 
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tion  précédente  , qui  donne  x=.acqq — pp 
^yz^ipq , mais  encore  cette  autre , x—cqq 
— app  ^yz=Lxpq  ; car  dans  ce^ernier  cas 
on  a , de  même  que  dans  l’autre,  xx-\-acyy 
z=ccq*-\^iacppqq  -\-aap*  —{cqq-\-appy  ,•  ce 
qui  a lieu  auffi , quand  on  prend  x=app 
— cqq,  parce  que  le  quarré  xx  refte  le 
même. 

Cette  nouvelle  folution  fe  trouve  aufli 
par  la  derniere  méthode , de  la  façon  fui- 
vante. 

Qu’on  faflê  x-\-y\/ — ac—(p\/a-\-q 
V/— c)%  & x—y\/~ac=i{py/a  — q 
\ — c)’ , on  aura  xx-\-acyy=:z(appycqq'y  , 
& par  conféquent  = □ ; de  plus , à caufe 
de  x-\-y\/--ac—app-\-ipqy/—ac—cqq, 
& de  a: — y\/ — ac~app — ^pq\ — ac 
— cqq,  on  trouve  x-=zapp — cqq  iky—ipq. 

Il  eft  clair  aufli  que  li  le  nombre  ac  eft 
réfoluble  en  deux  faêfeurs  d’un  plus  grand 
nombre  de  maniérés , on  pourra  trouver 
auffi  un  plus  grand  nombre  de  folutions. 
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185. 

Eclaircifîpns  tout  cela  au  moyen  de  quel- 
ques formules  déterminées  j & d’abord , 
fi  c’eft  la  formule  -xx-j-yy  qui  doit  devenir 
un  quarré  , nous  avons  ac—i  j ainfi  x=.pp 
— qq , Si.  j=npq , d’où  s’enfuit  xx^yy 

Si  on  veut  que  xx — yy=Q  ; on  a ac 
= — I J ainfi  on  prendra  xz=zpp-^qq  Si  y 
z=z2pq.  Si  il  en  réfultera  xx — yy~(^pp 

—qq)\  ‘ ;; 

Veut-on  que  la  formule  xx-j-2yy=0  j 

on  a ac—2',  qu’on  prenne  donc  x—pp 

— iqq  , ou  x—lfp — qq  Si  y=^ipq , Si  on 
aura  xx-{-zyy=z{pp  -\-.iqqy  , ou  xx-\-iyy^ 
= (2pp-\-qqy. 

Si , en  quatrième  lieu , on  veut  que  xx 

— iyy=zij  , où  ac= — -t , on  aura  x=pp 

-\-iqq  & 3 donc  xx  — iyy^=z{jpp 

— zqqy. 

Qu’on  veuille  enfin  que  x-^-6yy:=:=  O , 
on  aura  ac—6  , & par  conféquent  ou  a=i 
Si  c=6f  ou  az=:2  Si  c=3  j dans  le  premier 

cas 
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cas  xi=pp — 6qq  , & y=.zpq  } de  fort^ 
que  xx-\~6yy=:{pp-\-6qqy  j dans  le  fécond 
c^sx=ipp — 3^^,  ècyzzzipq ; d’où  réfulte 
AT2: + djKjy  = ( xpp  4-  3 qq)\ 

186. 

Mais  fi  c’efl:  maintenant  la  formule  ^xx 
■^cyy  qu’on  doit  transformer  en  un  quatre  j. 
comme. nous  avons  prévenu  que  cela  ne 
peut  fe  faire  que  quand  on  connoît  déjà 
un  cas  dans  lequel  cette  formule  devient 
réellement  un  quarté  , nous  fuppoferons 
que  ce  cas  donné  ait  lieu  , quand  x~f 
&.y  —gi  de  forte  qu’alors  aff-\-cggz=:kh  ; 
& nous  remarquerons  que  cette  formule 
peut  fe  transformer  en  une  autre  de  la  forme 
tt-\-acuu , fi  l’on  fait  t — Scu=z«^; 
car  en  effet,  fi  & que 

oxi  a u-}-acuu 

__taffxx+ccggyy+acggxx-<-acffyy  _axx{aff+cgg)+cyy(a^+cgg)  . 
— hh  hh  9 

ainfi , puifque  aJjf+cggz=Jih , on  a tt+acuu 
•==zaxx-\-cyy  i or  nous  avons  donné  des 
réglés  faciles  pour  transformer  en  un  quarré 
Tome  II.  P 
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i’expreffion  tt-\-acuu , à laquelle  nous  ve- 
nons de  réduire  la  formule  propofée  axx 

187. 

Allons  à préfent  plus  loin  , & voyons 
comment  la  formule  axx-^cyy , dans  la- 
quelle X Sc  y font  fuppofés  n’avoir  aucun 
divifeur  commun  , peut  fe  réduire  à un 
cube.  Les  réglés  données  plus  haut  ne  fuf- 
fifent  aucunement  pour  cela , au  lieu  que 
la  méthode  que  nous  avons  indiquée  en 
dernier  lieu  s’applique  ici  avec  le  plus  grand 
fuccès  ; & ce  qui  eft  fur- tout  digne  de  re- 
marque , c’efl  que  la  formule  peut  toujouire 
être  transformée  en  un  cube  \ quelques 
nombres  que  foient  a & c y ce  qui  n’avoit 
point  lieu  pour  les  quarrés , à moins  qu’on 
n’eût  déjà  un  cas  connu , & ce  qui  n’a  de 
même  point  lieu  pour  aucune  des  autres 
puiflances  paires  ; la  folution  au  contraire 
ell  toujours  polTible  pour  les  puiflances  ira- 
paires , telles  que  la  troifieme , la  cinquiè- 
me , la  feptieme , &c. 


Digitized  by 


r>*A  L G E B R'  E. 


227 


188. 


. Lors  donc  qu’il  s’agira  de  réduire  en  cube 
la  formule  axx-\-cyy  ^ on  fuppofera  d’une 
manière  analogue  à celle  qu’on  a employée 

xya — yy — c = (pya  — gy — c)’,-  le 
produit  {app-^cqqy  f qui  eft  un  cube, 
fera  égal  à la  formule  axx-\-cyy.  Mais  on 
cherche  auffi  à déterminer  pour  x &:  y des 
valeurs  rationnelles , & heureufement  on 
y réuflit.  En  effet , fiTon  prend  réellement 
les  deux  cubes  indiqués  , on  a‘  les  deux 
équations  x\/ a-^yy — c=ap'^^ a-^-'^appq 
\/  — c — V ^ ^ J xy  a 

—y  ^—c=ÿap^  appq  y/ ~~c  — 3 cpqq 

y^a-j-c^’y/ — c,  defquelles  il  fuit  évidem- 
ment que  — Ypqq ■>  ^y—}^ppq 

• — cq^. 

Qu’on  cherche  , par  exemple  , deux 
quarrés  xx  & yy , dont  la  fomme  xx-^yy  - 
faffe  un  cube.  Puifqu’ici  a = i & c = i», 
on  aura  x—p^ — “^pqq  f ^ y~'^pp^~q^  9 
ce  qui  donne  xx-\-yy^{pp-\-qq)\  Main- 

P ij 
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tenant  fi  p=i  & ^=i , on  trouve  x=z2,  , 

&L  y=.ii -,  àonc  xx-\-yy  = \i'ÿ  — y»  , 

189. 

Confidérons  auffi  la  formule  xx-j-^yy 
dans  le  deflein  de  la  faire  égale  à un  cube; 
comme  nous  avons  pour  cet  effet  a=i 
& c=3,  nous  trouvons  x=p^  — 

^ y=.'^ppq  — ‘^q\  d’où  réfulte  xx-\~iyy 
~(^pp-^'^qq)\  Cette  formule  fe  préfente 
affez  fouvent  : c’eft  une  raifon  pour  en 
donner  ici  du  moins  les  cas  les  plus  fa- 
ciles. » 


9 

! "" 

J 

1 

1 

8 

0 

64^  4’ 

2 

I 

10 

9 

343=  7^ 

1 

2 

35 

18 

2.197=13’ 

3 

I 

0 

24 

1728  = I 2’ 

1 

3 

80 

2195 2=  28’  ' 

3 

2 

81 

30 

9261  =21’ 

2 

3 

M4 

45 

29791  = 31’ 

.190. 

« 

Sans  la  condition  que  les  deux  nombres 
X ÔLy  ne  doivent 'point  avoir  de  commun 
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divifeur , la  queftion  ne  feroit  fujette  à au- 
cune difficulté;  car  fi  ax x-\-cyy  devoir 
être  un  cube , on  n’auroit  qu’à  faire  x=zt^ 
^ y =.u:^ , & la  formule  deviendroit  attr^^ 

on  l’égaleroit  au  cube on 

trouveroit  auffi-tôt  :^:=:zv^(^au-\-cuu')  ; par 
conféquent  les  valeurs  cherchées  de  & 
de  ^ feroient  x=:tv\att-^ciiu)  ^ 8iy—uv> 
{c^/t+cuu) , lefquelles  ont , outre  le  cube  v’ , 
auffi  la  quantité  att-\-cuu  pour  commun 
divifeur;  de  forte  donc  que  cette  folution 
donne  fur  le  champ  axx-\-cyy  — v^{^att 
'^cuu'y {att-\-cuü)—v^ (^att-\-cuuy  ^ ce  qui 
eft  évidemment  le  cube  de  v'"{att-\~cuu). 

I9I. 

La  méthode  dont  nous  avons  fait  ufage 
en  dernier  lieu , eft  d’autant  plus  remar- 
quable , que  c’eft  par  le  moyen  de  quan- 
tités irrationnelles  & même  imaginaires, 
que  nous  fommes  parvenus  à des  folutions 
qui  demandoient  abfolument  des  nombres 
rationnels  & même  entiers.  Mais  ce  qui  eft 

' P iij 


/ 


■ Z‘^0  » E L i M 'E  N s 

encore  plus  digne  d’attention  , c’eft  que 
dans  les  cas  où  l’irrationnalité  s’évanouit, 
notre  méthode  ne  peut  plus  avoir  lieu.  En 
effet  lorfque , par  exemple  , la  formule  x'x 
-^-cyy  doit  être  un  cübe , on  ne  peut  qu’en 
inférer  que  fes  deux  faé^eurs  irrationnels, 
x-\-y\/ — c & x--y\/ — c,  doivent  pareil, 
lement  être  des  cubes , vu  que  x Sc  y 
n’ayant  point  de  divifeur  commun,  ces 
fadeurs  ne  peuvent  pas  non  plus  en  avoir. 
Mais  ti  les  radicaux  difparoiffoient , comme , 
par  exemple,  dans  le  cas  de  c— — i , ce 
principe  n’auroit  plus  lieu  ; parce  qu’il  fe 
pourroit  très-bien  que  les  deux  fadeurs,  qui 
feroient  alors  x-\-y  & jc — y , euffent  des 
divifeurs  communs , quand  même*  x Sc  y 
n’en  auroient  pas  ; ce  qui  arriveroit , par 
exemple,  fi  ces  deux  lettres  exprimoient 
des  nombres  impairs. 

Ainfi , lorfijue  xx — yy  doit  devenir  un 
cube , il  n’efl:  pas  néceffaire  que  tant  x-\~y 
que  X — y foient  d’éux-mêmes  des  cubes } 
mais  on  pourra  füppofér  , & 

X — j & là  formule  xx — y y ne 
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laiflera  pas  de  devenir  un  cube  incontef- 
tablement , puifqu’on  la  trouvera  = ^ 

dont  la  racine  cubique  eft  ipq.  On  aura 
de  plus  Si  y=p^ — iq\  Lbrf^- 

qu’au  contraire  la  formule  axx-\-cyy  ntû. 
pas  réfoluble  en  deux  fafteurs  rationnels , 
on  ne  pourra  trouver  d’aiitres  folutions  que 
celles  qui  ont  été  données, 

192. 

Nous  éclaircirons  les  recherches  qui  pré- 
cèdent par  quelques  quelHons  curieufes. 

Quejlion première.  On  demande  un  quar- 
té XX  en  nombres  entiers , & tel  qu’en  y 
ajoutant  4 , la  fomme  foit  un  cube  ^ le  cas 
a lieu  pour  xx=i  1 1 , mais  on  veut  favoir 
s’il  y a d’autres  cas  femblables  ? 

Comme  4 eft  un  quarré  ; on  cherchera 
d’abord  les  cas  où  xxy-yy  devient  un  cube  j 
or  nous  en  avons  trouvé  un  qui  a lieu, 
<i  x=p'  — ‘^pqq  ^ Si  y=yppq  — q\  Puis 
donc  queyjy=4,  on  aÿ=r+i,  & par 
conféquent  ou  '\ppq — ou  -^ppq 
— : dans  le  premier  cas  on  a donc 

P iv 
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<j{'ipp — qq)=.i',  ainfi  q eft  utvdivifeur 
de  2. 

Cela  pofé , fuppqfons  premièrement  q 
==i  , nous  aurons  ypp — 1=2 } donc/>=i, 
d’où  fe  dérivent  x=z  & xx=.4. 

Si  nous  fuppofons  en  fécond  lieu  q=if 
nous  avons  6pp — 8=+2i  que  li  nous 
admettons  le  ligne  -|- , nous  trouvons  6pp 
=10  & pp=~ , d’où  réfulteroit  une  va- 
leur de  P irrationnelle , & qui  ne  peut  avoir 
lieu  ici  ; mais  fi  nous  confidérons  le  figne — , 
nous  avons  6pp—6  & /?=i  ; donc  x=.\  i. 
Voilà  les  feuls  cas  polîibles , & ce  ne  font 
donc  que  les  deux  quartés  4 & 121  qui , 
ajoutés  à 4 , donnent  des  cubes. 

193. 

Quejiion  deuxieme.  On  cherche  en  nom-  ‘ 
^bres  entiers  d’autres  quarrés  que  2 5 , qui , 
ajoutés  à 2 , donnent'  des  cubes.  , 

Puis  donc  que  xx~]^i  doit  devenir  un 
cube puifque  2 eft  le  double  d’un  quar- 
ré , déterminons,  d’abord  les  cas  où  la  for- 
mule devient  un  cube;  nous  avons 
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pour  cet  effet , par  l’article  i88  , où  a=i 
& c=i  J nous  avons,  dis- je,  x=p^ — 6pqq 
& y=.‘^ppq  — 2^3  J il  faut  donc,  à cauTe 
de7=+i  , que  3/73?— 2^’ , ou  q(^pp—iqq) 
= + * > ^ conféquent  que  q foit  un  di- 
vifeur  de  i.  « 

Soit  donc  f=i , & nous  aurons  3/yj — 2 
=:+i  i fi  nous  prenons  le  ligne  fupérieur, 
nous  trouvons  ‘^pp=‘^  & pz=z\  , d’où  ré-^ 
fuite  jc=5  i & fi  nous  adoptons  l’autre  ligne, 
nous  parvenons  à une  valeur  de  p,  qui  étant 
irrationnelle , ne  nous  efl  d’aucun  ufage  ; 
il  s’enfuit  donc  qu’il  n’y  a pas  de  quarré , 
hors  25,  qui  ait  la  propriété  défirée. 

1 94- 

Quejlion  troijieme.  On  cherche  des  quar- 
rés  qui , multipliés  par  5 & ajoutés  à 7 , 
produifent  des  cubes  ; ou  bien  on  demande 
que  ^xx-^y  foit  un  cube. 

Qu’on  cherche  premièrement  les  cas  où 
^xx-^yy  devient  un  cube  ; on  trouvera 
par  l’article  188,  où  ^=5  & c=7,  qu’il 
faut  pour  cela  que  x=<^p^  — ^ 
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que  y=\^ppq — ainfi  comme  dans 
notre  exemple  y—-^i  , on  a i <^ppq — 7^’ 
=ÿ(i  5/y? — jqq)z=.+i  , il  faut  donc  que  q 
foit  un  divifeur  de  i , c’eft-à-dire  que  q—  1 ) 
on  aura  par  conféquent  15/7/5 — 7=4-1, 
d’oîi  réfultent , dans  l’un  & l’autre  cas , des 
valeurs  de  p qui  font  irrationnelles  ; mais 
d’où  il  ne  faut  pas  conclure  cependant  que 
la  queftion  eft  impoffible , vu  que  p S>c  q 
pourroient  être  des  fraéHons  telles  que  y 
& que  X devînt  un  nombre  entier; 
& c’eft  ce  qui  arrive  réellement  ; car  ûp 
On  trouve  & x=i\ 

mais  il  eft  vrai  qu’il  n’y  a pas  d’autres  frac- 
tions qui  rendent  la  folution  poflible. 

195. 

Queflion  quatrième.  On  demande  en  nom- 
bres entiers  des  quarrés  dont  le  double, 
diminué  de  5 , foit  un  cube  ; ou  bien  on 
veut  que  xxx — 5 foit  un  cube. 

Si  nous  commençons  par  chercher  les 
cas  qui  fatisfont  pour  la  formule  xxx—^yy^ 
nous  avons  dans  le  188^.  «rticle  0=2,  & 
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c‘=  — 5 ; ainfî  AT=2/7’+i  ^pqq,  Qly=::6ppq 
Préfentement  il  faut  ici  quey=+i; 
& par  conféquent  6ppq-\-<!fq^—q(6pp-^'^qq) 
=+i  j & comme  cela  ne  fe  peut  ni  en 
nombres  entiers  ni  même  en  fraêlions  , ce 
cas  devient  très-remarquable , parce  qu’il 
y a néanmoins  une  valeur  de  x qui  fatif^ 
fait , favoir  x—/[  ; en  effet  dans  ce  cas  xxx 
— , ou  égal  au  cube  de  3.  Il  eft  im- 

portant de  rechercher  la  raifon  de  cette 
fingularité. 

196. 

Non -feulement  il  eft  poffible  , comme 
nous  voyons,  que  la  formule  xxx — <^yy 
foit  un  cube  ; mais  ce  qui  plus  eft , la  racine 
de  ce  cube  a la  forme  ^pp — 5^^ , comme 
on  peut  s’en  convaincre  en  faifant  x=4^ 
y=i  , & p=i,  q=i  j ainfi  nous  con- 
noiffons  un  cas  où  ixx—<jyy=:(2pp—^qqy, 
quoique  les  deux  faéleurs  de  zxx—^yy, 
favoir  X)/i-j-yy/^ , & xy/z — yy/)  , qui, 
fuivant  notre  méthode , devroient  être  les 
cubes  de  py^z-]-q\/'j , & de  p\/z — qy/<) , 
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ne  foient  pas  des  cubes  ; car  dans  notre  casr 

y\ryy/ \^Ay/ 1+\/ 5^ 

O’y  5)’— (^v^^+v  5)'=46  V 2 

-|-*i9  y 5 , ce  qui  n’eft  nullement  identique  . 
avec  4Vi  + \/5*  I 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  formule 
rr — loff  peut  devenir  i ou  — i en  un  nom- 
bre infini  de  cas  j par  exemple,  fi  ^=3 
& f—\ , fi  /-=i  9 & /=6  ; & cettf  for- 
mule multipliée  par  ^pp — 5 reproduit  un 
nombre  de  cette  derniere  forme. 

• Soit  àonc  ff — \ogg=-i  , & au  lieu  de 
fuppofer,  comme  nous  avons  fait  ci- de- 
vant, ixx — ^yy=(^ipp — 5 nous 

pourrons  fuppofer  d’une  façon  plus  géné- 
rale ixx—<^yy=(Jf—  I ogg)(ipp—  5 ; 

de  forte  que  prenant  les  fafteurs , nous  au- 
rons Xy/2±  Yy/  5 =( f±gy/  1 o)  (py/  2+7/5)». 
Or  {p\/ 2 + 7/p’=(i/»’+Mm) V* 
±(^OT+5f  ) V î i & pour  abréger, 
nous  écrivons  A y 2-\~B  y ^ à la  place 
de  cette  quantité  , & que  nous  multipliions 
par/-i-^/io,  nous  aurons  Afy/i+Bfy/^ 

+ ^^gy  ^ égaler  à xy/x 
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■^.y\/5 , d’où  x=Af-\-^Bg,  St 

y=Bf-^2Ag ; or ,.  puifqu’il  faut  que  y 
= + i , il  n’eft  pas  abfolument  néceflaire 
que  6pp^-\-  J au  contraire  il  fuffit 

que  la  formule  Bf-\-iAg,  c’eft- à-dire  que 
fi6ppq-}~^f)-\-ig(ip^-\~i  ^pqq)  devienne 
=+i  ; de  forte  que/ & g peuvent  avoir 
plufieurs  valeurs.  Soit , par  exemple  ,/=3 
& g=\  , il  faudra  que  la  formule  i^ppq 
1 5 devienne  — + i, 
ou  bien  que  4p^ -\-)‘^ppq-\-'^opqq'^i^q^ 

=+i« 

197*  . 

Cette  difficulté  de  déterminer  tous  les 
cas  poffibles  de  cette  efpece , n’a  lieu  ce- 
pendant que  lorfque  dans  la  formule,  ûa::»: 
le  nombre  c eft  négatif  ; & la  caufe 
en  eft  qu’alors  cette  formule  , oii  bien  cette 
autre  xx — acyy , qui  en  dépend  , peut  de- 
venir = i ; ce  qui  n’arrive  jamais  quand 
c eft  un  nombre  pofirif,  parce  que  axx 
-j-cjy , ou  xx-j-acyy , donne  toujours  de 
plus  grands  nombres , plus  on  donne  de 
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grandes  valeurs  à x & à y.  Ceft  pourquoi 
la  méthode  que  nous  venons  d’expliquer, 
ne  peut  s’employer  avec  avantage  que  dans 
les  cas  où  les  deux  nombres  a & c ont  des 
valeurs  politives. 

198. 

PafTons  maintenant  au  quatrième  degré, 
& commençons  par  obferver  que,  fi  la  for- 
mule axx-^eyy  doit  devenir  un  bi-quarré, 
il  faut  que  a=i  j car  fi  ce  nombre  n’étoit 
pas  un  quarré  , il  ne  feroit  pas  même  pofi 
fible  de  transformer  la  formule  en  un  quar- 
ré ; & fi  cela  étoit  poffible  , on  pourrdit 
auffi  lui  donner  la  forme  tt-^acuu  f c’eft 
pourquoi  nous  n’étendrons  la  queftion  qu’à 
cette  derniere  formule,  qui  revient  à la 
précédente  xx~\-cyy , dans  la  fuppoli- 
tion  de  a=\.  Cela  pofé,  il  s’agit  de  voir 
quelle  doit  être  la  nature  des  valeurs  de  x 
& de  y , pour  que  la  formule  xx-\-cyy  de- 
vienne un  quarré-quarré.  Or  comme  elle  eft 
compofée  des  deux  faêf eurs  ( r-\-y  y — c ) 
{x — yy/—^') , il  faut  que  chacun  de  ces 
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fa£leurs  foit  auffi  un  ijuarré-quarré  de  la 
même  efpece  j & on  doit  faire  ^ 

==  C/'+^V^— c )S  & ^ — y V^— (yP— ? 
y — c)"*,  d’où  il  réfulte  que  la  formule  pro- 
pofée  devient  égale  au  bi-quarré  {pp-^cqq)\ 
Quant  aux  valeurs  de  x & dejy^,  elles  fe 
déterminent  facilement  par  le  développe- 
ment qui  fuit: 

x-^y\/—c=p*-]r4p^  q\/— 

—4cpq^  V- 

x—y\/f — c^p* — 4P^q\/ — c — 6cppqtj+ccq* 

' - +4^pq'\Z—^  i 

donc  x=p* — 6cppqq-\-ccq*  y ^y=4p^q 

— 4m'' 


c — ^cppqq4-ccf 
c. 


199.  ’ 

■ ■ Ainfi , lorfque  xx-^yj  doit  être  un  bi- 
quarré , comme  aftuellement  , nous 
avons  X— P* — 6ppqq-\-q\  ^ j=^4p’q 
— 4ptq^  ; en  forte  que  xx4-yy=(pp-\-qq)\ 
Suppofons,  par  exempl.  p — i$c  q~iy 
& nous  trouverons  x—j  & ^==24,  d’où 
réfulte  xx^yy  = 6z^  = ^\ 
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Si />=3  & ^=2 , MOUS  obtenons  x=zi  19 
& y=-i  20 , ce  qui  donne  xx-\-yy'=.  1 3^ 

200. 

Quelle  que  foit  la  puilTance  paire  dans 
laquelle  il  s’agifle  de  transformer  la  for- 
mule axx-\-cyy , il  eft  toujours  abfolument 
néceflaire  que  cette  formule  puiffe  être  ré- 
duite à un  quatre  ; mais  il  fuffit  pour  cet 
effet  qu’on  connoiffe  un  feul  cas  où  cela  ar- 
rive ; car  on  pourra  transformer  la  formule 
enfuite , comme  nous  avons  vu,  en  une 
quantité  de  la  forme  ht-\-acuu^  dans  la- 
quelle le  premier  terme  tt  n’eft  multiplié 
que  par  i ; de  forte  qu’on  peut  la  regarder 
comme  étant  contenue  dans  l’expreffiori 
xx-\-cyy  i & c’eft  d’une  maniéré  toujours 
femblable  qu’on  peut  donner  à cette  der- 
nière expreflion  la  forme  d’une  fixieme  puif 
fance  ou  d’une  puiffance  paire  plus  haute 
quelconque. 

201. 

Cette  condition  n’efl:  pas  requife  pour  les 
puiffances  impaires  j & quels  que  foient  les 

nombres 
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nombres  a & c,  on  pourra  toujours  trans- 
former la  formule  axx-j-cyy'  en  une  puif- 
fance  impaire  cjuelconque.  Qu’on  deman- 
de, par  exemple,  la  cinquième;  on  n’aura 
cju  à faire  xy'  — c—  (p\/ a-^qy/ 

& xx/a~yy^~c=:z{py/ a~'q^~cy  ^ & 
on  obtiendra  évidemment  axx-\-cyjz=i(^app 
de  plus,  comme  la  cinquième 
puiffance  de^\/a-|-^y^ — c efl:  aap''y/a. 
+ 5 ^ — I Oacp’qcj  y/ a — 1 oacppq^ 

V — V V—c , on  trou- 

vera avec  la  même  facilité  x—aap^—  i oacp^ 
qqy  5 ccpqy , & y=  5 aap^q — I oacppq^yccq\ 
Si  donc  on  demande  que  la  Somme  de 
deux  quarres  , ou  xx-^yy , Soit  en  meme 
temps  une  cinquième  puilTance,  on  aura 
a = I & c — i ; donc  X=p'~\Op‘^qqy^pf^ 

^ y^')P'^—^oppq^-\-y  i & en  faifant  de 
pIus/7=2  & qz=z\  , on  trouvera  xz=z-^S 
& q=4i  ; par  conféquent  xx-\~yy—-^  i 2 5 
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CHAPITRE  XIII. 

De  quelques  Exprejfions  de  la  forme  ztl* 
-j-by'',  qui  ne  font  pas  réduSibles  à des 
quarrés. 

202. 

On  s’eft  donné  beaucoup  de  peine  pour 
trouver  deux  bi- quarrés,  dont  la  fomme  . 
ou  la  différence  fût  un  quarré  ; mais  inuti- 
lement , & même  on  eft  parvenu  à la 
à démontrer  que  ni  la  formule  ^ ni 

la  formule  x* — y\  ne  peuvent  devenir  des 
quarrés , fi  ce  n’eff  dans  les  cas  évidens  où, 
dans  la  première,  x ou  yz=o,  &-où, 
dans  la  fécondé , y—o  ou  y=x.  La  chofe 
eft  d'autant  plus  remarquable  , qu’on  peut 
trouver , comme  on  l’a  vu  , une  infinité  de 
Iblurions , lorlqu’il  ne  s’agit  que  de  fimples 
quarrés.  , 

203. 

Nous  allons  donner  la  démonftration  dont 
nous  venons  de  parler  , & afin  de  pro- 
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ceder  par  ordre , nous  remarquerons  avant 
toutes  cho/es  que  les  deux  nombres  x ^ y 
peuvent  etre  regardes  comme  premiers 
entr  eux.  En  effet , fi  ces  nombres  avoient 
un  commun  divifeur , de  façon  qu’on  pût 
faire  x~dp  ^ y =zdq  ^ nos  formules  de- 
viendroient  dy-^^dy  & dy—dy;  ces 
formules , fi  elles  étoient  des  quarrés , ref- 
teroient  des  quarres  étant  divifées  par  d'*j 

donc  aufiî  les  formules  q* 

dans  lefquelles  p ^q  n’ont  plus  de  com- 
mun divifeur  , feroient  des  quarrés  } par 
confequent  il  fuffira  de  prouver  que  nos 
formules , dans  le  cas  où  a:  & font  des 
nombres  premiers  entr’eux , ne  peuvent  de- 
venir des  quarrés , & notre  démonftration 
s’étendra  d’elle- même  à tous  les  cas  où  x 
& y auroient  des  divifeurs  communs. 

104,  , : 

> 

Nous  commencerons  donc  par  la  fomme 
de  deux  bi- quarrés  , fa  voir  par  la  formule  ' 
confidérant  x-Sc  y comme 
des  nombres  qui  font  premiers  entr’eux.  Il 

Q ij 
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s’agit  de  prouver  que  cette  formule  ne* peut 
devenir  un  quatre  que  dans  les  cas  men- 
tionnés ci-deffus  ; on  va  voir  les  raifon- 
nemens  que  cette  démonftration  exige. 

Si  quelqu’un  nioit  la  proportion  , ce  fe- 
roit  foutenir  qu’il  peut  y avoir  des  valeurs 
de  X & àey  telles  que  fût  un  quarré, 
quelque  grandes  qu’elles  fufi'ent,  puifqu’il 
n’y  en  a pas  de  petites. 

Or  on  peut  faire  voir  clairement  que  fi 
X ^ y avoient  des  valeurs  fatisfaifantes, 
en  pourroir , quelque  grandes  que  fuflent 
ces  valeurs  , en  déduire  de  moindres  pa- 
reillement fatisfaifantes , tirer  de  celles-ci 
des  valeurs  encore  plus  petites , & ainfi  de 
fuite.  Puis  donc  qu’on  ne  connoîr  aucune 
valeur  en  petits  nombres , excepté  les  deux 
cas  ci-deffus  qui  ne  mènent  pas  plus  loin, 
on  peut  auiTi  conclure  ayec  afllirance  qu’il 
n’exifte  point  de  valeurs  de  x & dey  de 
la  nature  de  celles  qu’on  cherche,  & pas 
même  dans  les  plus  grands  nombres.  La 
propofition  avancée  à l’égard  de  la  diffé- 
rence de  deux  bi*quarrcs^  x^—y,  le 
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démontrera  par  !e  même  principe , comme 
on  le  verra  plus  bas. 

. ^05- 

Ce  font  les  Doints  fuivans  qu’il  faut  con- 
1 

fidérer  maintenant,  il  on  veut  le  convain- 
cre que  ne  peut  devenir  un  cjuarré 

que  dans  les  cas  évidens  dont  nous  avons 
parlé. 

I.)  Puifque  nous  fuppofons  que  x y 
font  des  nombres  premiers  entr’eux  , c’ell- 
à'dire , qui  n’ont  point  de  commun  divi- 
feur , il  faut  qu'ils  foient  ou  impairs  tous 
les  deux , ou  que  l’un  foit  pair  & que  l’autre 
foit  impair. 

IL)  Mais  ils  ne  pourroient  être  impairs 
tous  deux,  à caufe  que  la  fomme  de  deux 
quarrés  impairs  ne  peut  jamais  être  un  quaf- 
ré  f car  un  quarré  impair  eft  toujours  con- 
tenu dans  la  formule  4/2 -j- 1 , & par  con- 
féquent  la  fomme  de  (^eux  quarrés  impairs 
aura  la  forme  4/2  -j-i , ce  qui  étant  divillble 
par  2 , mais  non  par  4 , ne  peut  être  un 
quarré.  Or  ce  que  nous  venons  de  dirfe  doit 

Q iîj 
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s’entendre  auffi  de  deux  bi-quarrés  impairs* 

III. )  Si  donc  x^-\-y*  doit  être  un  quarré, 
il  faut  qu’un  des  termes  foit  pair,  & que 
l’autre  foit  impair.  Or  nous  avons  vu  plus 
haut  que , pour  que  la  fomme  de  deux 
quarrés  foit  un  quarré  , il  faut  que  la  ra- 
cine de  l’un  puiffe  être  exprimée  par pp—qq, 
& celle  de  l’autre  par  xpq  ; donc  il  faiîdroit 
que  xxz=.pp — qq  ^ yyz=.ipq  ^ & on  auroit 

IV. )  Ici  par  conféquent^  feroit  pair  & 
X feroit  impair  ; mais  puifque  xx—pp — qq^ 
il  faut  aufli  que  des  nombres  p^  q l’un  foit 
pair  & l’autre  impair.  Or  le  premier  p ne 
peut  être  pair , parce  que  s’il  l’étoit , pp — qq 
feroit  un  nombre  de  la  forme  4a — i ou 
4n-}-3  , & ne  pourroit  devenir  un  quarré. 
Donc  il  faudroit  que  p fût  impair  & que 
q fût  pair , & en  ce  cas  il  eft  clair  que  ces 
nombres  feront  premiers  entr’eux. 

V. )  Pour  que  pp — qq  devienne  un  quarré 
ou  =xx , il  faut,  comme  nous  avons  vu 
plus  haut,  que  p::^=.rr-\-ff  Sc  q=2rf ; car 
en  c^cas  xx={rr — ffy  & x=.rr^ff» 
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VI. )  Or  il  faut  que  y y foit  pareillement 
un  quarré  -,  & puifque  nous  avions 

nous  aurons  à préi'ent  yj— 4{/(rr-|-//’) 
de  forte  que  cette  formule  doit  être  un 
quarré;  donc.il  faut  auffî  que 
foit  un  quarré  : & remarquons  que  r \k.  f 
font  des  nombres  premiers  entr’eux , de 
façon  que  les  trois  faêieurs  de  cette  for- 
mule, favoir  n’ont  point 

de  commun  divifeur. 

VII. )  Or,  quand  un  produit  de  plusieurs 
fafteurs  qui  n’ont  poitj^j^e  divifeur  com- 
mun , doit  être  un  quarré  , il  faut  que  cha- 
que faêleur  foit  de  lui-mênie  un  quarré  ; 
ainfi  on  fera  rzzztt  & f=uu  y & il  faudra 
que 

Si  donc  étoit  un  □ , notre  for- 
mule, qui  eft  pareillement  la  fomme 

de  deux  bi-quarrés , feroit  de  même  un  G . 
Et  il  eft  bon  d’obferver  icûque  puifque  xx 
z=zt^ — U*  ^ yy=zA^tuu{t*-\-u*)  y les  nom- 
bres t 6c  U ferpnt  évidemment  bien  plus 
petits  que  x Scy^  vu  que  x & j fe  déter- 
minent même  par  les  quatrièmes  puifîances 

Q iv 
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(le  r & de  & ne  peuvent  par  confë- 
quent  que  devenir  bien  plus  grands  que  ces 
nombres. 

VIII. )  Il  s’enfuit  de- là  que  lî  on  pouvoit 
afligner , quand  même  ce  feroit  en  nombres 
très  grands , deux  bi- quartés,  comme  jd 
& dont  la  fomme  fût  un  quarté,  on 
pourroit  en  déduire  une  fomme  de  deux 
bi-quarrés  beaucoup  plus  petits , qui  feroit 
pareillement  un  quarré  j cette' 'nouvelle 
fomme  en  feroit  trouver  enfuite  une  autre 
de  la  même  nati^ll^  encore  plus  petite , 

& ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  qu’on  parvînt  à 
des  nombres  très- petits.  Or  une  telle  fom- 
me , en  nombres  très- petits,  n’étant  pas 
poITible , il  s’enfuit  évidemment  qu’il  n’y  * 
en  a aucune  qu’on  puifle  exprimer  par  des 
nombres  très-grands.  ' 

IX. )  On  pourroit  objeêler,  à la  vérité, 
qu’il  exifte  une  fomme  de  i’efpece  dont  nous 
parlons,  en  nombres  très-petits,  favoirdans 
le  cas  dont  nous  avons  fait*mention , où 
l’un  des  deux  bi-quarrés  devient  zéro  ; mais 
nous  répondons  qu’on  n’arrivera  certaine- 
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ment  pas  à ce  cas , en  revenant  des  nombres 
très-grands  aux  plus  petits , fuivant  la  mé- 
thode indiquée  ; car  li  dans  la  petite  fomme 
ou  dans  la  fomme  réduite  — on  avoit 
ou  «=0,  on  auroit  néceflairement 
yyz=iO  dans  la  grande  fomme  ; or  c’eft  un 
cas  qui  n’entre  point  ici  en  confîdérarion. 

206. 

Paflbn'S'à  la  fécondé  propofition , & prou- 
vons aufli  que  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés,  ou  x* — ne  peut  jamais  devenir 
un  quarré  que  dans  les  cas  oùy:=o  &cy=x. 

I.)  On  peut  regarder  les  nombres  x Sc  y 
comme  premiers  entr’eux , & par  confé- 
quent  comme  étant  ou  impairs  tous  les 
deux  , ou  l’un  pair  & l’autre  impair.  Or 
comme  dans  l’un  & l’autre  cas  la  différence 
de  deux  quarrés  peut  redevenir  un  quarré  , 
il  faudra  confldérer  ces  deux  cas  fépa- 
rément. 

IL)  Suppofons  d’abord  les  deux  nombres 
X impairs , & que  x-p-\-q  y =p—q, 

il  faudra  néceflairement  que  i’un  des  deux 
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nombres  p ^ q Toit  impair , & que  l’autre 
foit  pair.  Or  nous  avons  xx — yy=ij^pq^ 
& xx-\-yy—ipp-\~zqq  y donc  notre  for- 
mule X* — y*z=zj^pq(^xpp-Aç-iqq')  & ced^ 
devant  être  un  quarré , il  faut  auffi  que  fa 
quatrième  partie,  pq{ipp-\-iqq)z=zzpq 
{pp-\-qq)  i foit  un  quarré  j & puifque  les 
fadeurs  de  cette  formule  n’ont  point  de 
coifimun  divifeur , à caufe  que  fi  eft  pair 
q efl:  impair , chacun  de  ces  faêîfrflirs , ip , 
q & pp+qq^  doit  être  de  foi  un  quarré.  Afin 
donc  de  faire  en  forte  que  les  deux  pre- 
miers deviennent  des  quarrés , qu’on  fup- 
pofe  2p= 4rr  ou  p=irr,  & q~ff,  où  f 
doit  être  impair  , & il  faudra  que  le  troi- 
fieme  fadeur , , foit  pareillement  un 

quarré. 

III.)  Or,  puifque p-]-4r^  eft  la  fomme 
de  deux  quarrés , dont  le  premier , f* , eft 
impair , & dont  l’autre , 4r* , eft  pair , qu’on 
faffe  la  racine  du  premier  ff—tt — uu  ^ où 
t foit  impair  & u pair  j & la  racine  du  fé- 
cond, 2rr—2tu  ^ ou  rr;=:.tu  f où  t &L  ü 
font  premiers  entr’eux. 


n'  A L G E B R E,  251 

• IV.)  Puis  donc  que  tu=.rr  doit  être  un 
quarré  , il  faut  que  tant  t que  u foient  des 
quartés.  Qu’on  fuppofe  donc  t — mm  & u 
■=.nn  , en  entendant  par  /w  un  nombre  im- 
pair , & par  n un  nombre  pair , on  aura 
ffz=.m* — rf  ; de  forte  qu’il  faudroit  de  nou- 
veau qu’une  différence  de  deux  bi-quarrés, 
favoir  m*' — /z**,  fût  un  quarré.  Or  il  eft  clair  ' 
que  ces  nombres  feroient  bien  plus  petits 
que  X &>,  puifqu’ils  font  moindres  que 
r f,  qui  font  eux -mêmes  évidemment 
plus  petits  que  x Si  donc  une  folution 
étoit  poffible  dans  de  grands  nombres  , & 
que  X* — -y  fût  un  quarré , il  faudroit  qu’il 
y en  eût  une  auffi  qui  fût  poffible  pour  des 
nombres  beaucoup  plus  petits  ; celle-ci  de- 
vroit  faire  parvenir  à une  autre  pour  des 
nombres  encore  plus  petits , & ainfi  de  fuite. 

V.)  Or  les  nombres  les  plus  petits , pour 
lefquels  un  tel  quarré  peut  fe  trouver , ont 
lieu  dans  le  cas  où  un  des  bi-quarrés  efl: 
:=o,  ou  qu’il  eft  égal  à l’autre  bi-quarré. 
Dans  le  premier  cas  i!  faudroit  que  n = o; 
donc  tt=o,  & de  même  /•=o, 
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& enfin  x* — ^“*==0  , ou  x^=.y*  ; ce  qui 
éfl:  un  cas,  duquel  il  n’eft:  pas  queftion  ici; 
que  fi  nz=zm^  on  trouveroit  t = u,  enfuite 
f—o  , q=-o  , & enfin  auffi  x—y^  ce  qui 
n’entre  point  ici  en  confidération. 

207. 

On  pourroit  faire  ici  l’objefHon  que, 
puifque  m efi  impair  &.  que  n ell  pair , la 
dernière  différence  n’efi  plus  ft?rnblable  à 
la  première , & qu’ainfi  on  ne  peut  en  tirer 
des  conclufions  analogues  pour  des  nom- 
bres plus  petits.  Mais  il  (uffit  que  la  première 
différence  nous  ait  fait  arriver  à la  fécondé, 
&;  nous  allons  faire  voir  que  x* — y*  ne  pfeut 
non  plus  devenir  un  quarré’,  quand  l’un  des 
bi-  quarrés  efi  pair  & que  l’autre  eft  impair. 

I.)  D’abord  fi  le  premier étoit  pair, 
& que  y^  fût  impair , la  chofe  feroit  claire 
d’elle-même , puifqu’on  auroit  un  nombre 
de  la  forme  4;z-]-3  , qui  ne  peur  être  un 
quarré.  Soit  donc  x impair  & y pair  , il 
faudra  que  xx:=.pp-^qq^  ^ y=-i.pq^ 
d’où  réfulte  — y*  =:p^  ^ippqq-]^<f 
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=(/5/> — OÙ  des  deux  nombres p^q 
l’un  doit  être  pair  & l’autre  impair. 

II. )  Or  pp-\^qq=zxx  devant  être  un  quar- 
té , on  a p=zrr — ff  & qz=:irf;  donc  X 
=.rr-\-ff.  Mais  de-là  réfultej)^j'zm(//- — ff) 
. xrf,  ou  yj:=4rf(rr — ff)  , ce  qui  devant 
être  un  quarré  , le  quart  rf(rr — ff)  dont 
les  faêleurs  font  premiers  entr’eux  , doit 
pareillement  être  un  quarré. 

III. )  Qu’on  faffe  donc  rzzzztt  & fz=uu, 
on  aura  le  troifeme  faêleur  rr — ff—t* — u*, 
qui 'devra  de  même  être  un  quarré;  or 
comme  ce  faêleur  équivaut  à la  diii'érence 
de  deux  bi-quarrés,  qui  font  beaucoup 
moindres  que  les  premiers,  la  démonilra- 
tion précédente  ell  pleinement  confirmée; 
& il  eil  évident  que  fi  la  différence  de  -deux 
bi-quarrés  pouvoir  devenir  égale  au  quarré 
d’un  nombre,  quelque  grand  qu’on  veuille 
le  fuppofer , on  pourroit , moyennant  ce 
cas  connu , parvenir  à des  différences  de 
plus  en  plus  petites,  qui  feroient  de  même 
réduêlibles  à des  quarrés , fans  cependant 
retomber  dans  les  deux  cas  évidensy  donc 
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nous  avons  parlé  au  commencement  ; donc 
il  efl:  impoflible  que  la  chofe  puiffe  avoir 
lieu  même  poux  les  plus  grands  nombres,  s.^ 

208. 

La  première  partie  de  la  démonftration 
précédente,  favoir  où  jc  Si  y font  fuppofés 
impairs , peut  s’abréger  de  la  maniéré  fui- 
vante  : fi  x* — y^'  étoit  un  quarré , il  faudroit 
qu’on  eût  xx-=:pp-\-qq  Sl  yy=^pp  — qq^ 
en  entendant  par  ^ des  nombres  dont 
l’un  foit  pair  & l’autre  impair  j moyennant 
cela  on  auroit  xxyy—p^ — q* , & il  faudroit 
par  conféquent  que  p*  — y**  fût  un  quarré  f 
or  c’eft-là  une  différence  de  deux  bi-quarrés’ 
dont  l’un  eft  pair  & dont  l’autre  efi:  imoair^ 

& il*a  été  prouvé  dans  la  fécondé  partie 
de  la  démonftration , qu’une  différence  de 
cette  nature  ne  peut  devenir  un  quarré. t h 

'^°9-  ' 

Nous  avons  donc  prouvé  ces  deux  pro- 
pofitions  capitales , que  ni  la  fomme  ni.la 
différence  de  deux  bi-quarrés  ne  peut  de- 
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venir  un  nombre  quarré/  fî  ce  n’eft  dans* 
un  petit  nombre  de  cas  tout-à-fait  évidens. 

Quelques  formules  donc  qu’on  veuille 
transformer  en  des  quarrés , Ci  ces  formules 
demandent  qu’on  réduife  à un  quarré  la 
fomme  ou  la  différence  de  deux  bi-quarrés , 
on  peut  prononcer  que  ces  formules  pro- 
pofées  font  pareillement  impoffibles.  C’eft 
ce  qui  arrive  à i’égard  de  celles  que  nous 
allons  indiquer. 

I. )  Il  n’eft  pas  poffible  que  la  formule 
x*-\-4y*  devienne  un  quarré  -,  car  puifque 
cette  formule  eff  la  fomme  de  deux  quarrés, 
il  faudroit  que  xx=pp — cjq  , & iyy=:ixpq 
0X1  yyzzzpq  ; ot  P &L  q étant  des  nombres 
premiers  entr’eux  , il  faudroit  que  l’un  & 
l’autre  fût  un  □.  Si  donc  on  fait p=rr8c 
q=ff,  on  aura  xx~r* — c’eft- à-dire 
qu’il  faudroit  que  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés  fût  un  quarré , ce  qui  eff  impoflible. 

II. )  Il  n’eft  pas  poffible  non  plus  que  la 
formule  x* — 4/*  devienne  un  quarré  ; car 
il  faudroit  dans  ce  cas  que  xx=zzpp~\-qq\ 
& zyyzx=ipq  y afin  qu’on  eût  x*--^4y*  ' 
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*~{pp — orpour  quejj>'=:/J5',  il  faut-^ 
que  tant  p que  q foit  un  quarré  ; & fi 
fait  en  conféquence  p=^rr  & q—ff»  orfîl 
a jrx ^ -|-y  J c’efl:  - à - dire  qu'il  faudrpit^ç 
que  la  fomme  de  deux  bi-quarrés  pût  de-,  | 
venir  un  quarré , ce  qui  ell  impoflible. 

III.  ) Il  eft  impoflible  aulfi  que  la  for^t 

mule  /^x* — devienne  un  quarré , parce 
qu’il  faudroit  en  ce  cas  néaefl'airement/que, 
y fur  un  nombre  pair  j or  fi  l’on  fait ^^=2^ 
on  trouve  que  4^1'*  — & par  confé 

quent  aufli  la  quatrième  partie  x*  — 4^ 
devroit  pouvoir  fe  réduire  à . un  quarré 
ce  que  nous  venons  de  voir  n’être  pas  pof 
fible. 

IV. )  La  formule  ix*-\-iy^  ne  peut  pas 

non  plus  fe  transformer  en  un  quarré  ; car,§ 
puifqu’il  faudroit  que  ce  quarré  fût  pak-^j-' 
& par  conféquent  2 , on 1 

auroit  x*-\-y*—i:^:^  , ou  i:^:^-\-2xxyy==x^._  || 
-j-2xxyy-j-y*—U  , ou  pareillement  Æ 
— ixxyy  z=zx*  — ^xxyy  -\-y*  = L» . Ainfi,;l| 
comme  tant  ii^-\-ixxyy  que  2:^:^—2xxyy  '^^ 
deviendroient  des  quarrés,  il  faudroit  que^rl 

leur  I 
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leur  produit  4^'' — , auffi  bien  que  le 
quart  de  ce  produit,  ou  fût  un 

quarré.  Mais  ce  quart  eft  la  difiérence  de 
deux  bi-quarrés}  donc,  &c. 

V.)  Enfin  je  dis  aulîi  que  la  formule  ix* 

— zy^  ne  peut  être  un  quarré  j car  les  deux 
nombres  x y ne  peuvent  être  pairs  tous  . 
deux,  puifque  s’ils  l’étoient,  ils  auroient  un 
divifeur  commun  ; ils  ne  peuvent  être  non 
plus  pair  l’iin  & impair  l’autre , puifqu’au- 
trement  une  partie  de  la  formule  feroit  di- 
vifible  par  4 , & l’autre  feulement  par  z , 

&:  qu’ainfi  la  formule  entière  ne  feroit  di- 
vifible  que  par  z ; donc  il  faut  que  ces 
nombres  x '^y  foient  impairs  tous  les  deux. 

Or  fi  l’on  fait  à préfent  x=p-^q,  & 

— q , un  des  nombres  p ^ q fera  pair  , & 
l’autre  fera  impair;  & puifque  — zy* 
z=^z(xx-]-yy){xx—yy)  , & que  xx-{-yy 
=zpp-\-zqq=z(ppJ^qq),  & que  XX— y y 
—4pq , notre  formule  fe  trouvera  exprimée 
par  1 6pq{pp-\-qq)  , dont  la  feizieme  partie, 
ou  devra  être  pareillement  un 

quarré.  Mais  ces  fafteurs  font  premiers  entre 
Tome  IL  R 
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eux  ; ainfi  chacun  doit  de  fon  côté  être  un 
quarré.  Qu’on  faiTe  donc  les  deux  premiers 
p=:zrr  Ôi.  q=zff^  & le  troifîeme  devenant 
, ce  qui  ne  peut  être  un  quarré, 
prouvera  que  la  formule  propofée  ne  peut 
pas  non  plus  devenir  un  quarré. 

210. 

On  peut  démontrer  de  même  que  là  j 
formule  ne  devient  jamais  un 

quarré  j voici  l’ordre  de  cette  démonftra- 
tion  : ^ 

I. )  Le  nombre  x ne  peut  être  pair , parce 
qu’il  faudroit  en  ce  cas  quejy  fût  impair  j 
& la  formule  ne  feroit  divifible  que  par  2 
& non  par  4 ; donc  x doit  être  impair.  , 

II. )  Q u’on  fuppofe  donc  la  racine  quarrée 
de  notre  formule  —xx-\-^,  afin  qu’elle 
devienne  impaire,  on  aura 

,4p^_^.42pr 

ï w 1 

fent  ; en  forte  qu’en  divifant  les  autres  ter-  • 
mes  p^ryy  & multipliant  par  qq , on  trouye^  ' 
4pqxx-\-4ppyy=^iqqyy,  ou  4pqxx=^iqqy^  : 


Dio.jzed  i / GtJU^Ic 
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'^Appyy , d’où  l’on  c’eft- 

â-dire  xxz=.qq — zpp  ^ yy~ipq , qui  font 
les  mêmes  formules  que  nous  avons  déjà 
données  plus  haut. 

III. )  Aind  qq—ipp  devroit  être  un  quarté, 
& c’eft  ce  qui  ne  peut  arriver  , à moins 
qu’on  ne  faffe  q—rr-\-iff  S>i.  p~irj\  afin 
d’avoir  xx~{rr — -i-ff)'  ; or  on  auroit  alors 

—yy  i & il  faudroit  qu’aufli 
le  quart  rf{rr-\-iff)  fut  un  quarré , & 
par  conféquent  que  r ik  /fuffent  chacun  en 
particulier  des  quarrés.  Si  donc  on  fuppofe 
rz=tt  Ik  f—uu , on  trouvera  le  troifieme 
faéfeur  rr-\-iff—t*-\-iu%  qui  devroit  être 
un  quarré. 

IV. )  Par  conféquent  fi  x*-\-iy‘^  étoit  un 

quarré , il  faudroit  auffi  que  fût  un 

quarré  ; & comme  les  nombres  / & « fe- 
roient  beaucoup  moindres  que  x ky , on 
pourroit  parvenir  de  la  même  maniéré  à 
des  nombres  toujours  plus  petits.  Or  il  efl 
facile  de  fe  convaincre , par  quelques  effais , 
que  la  formule  propofée  n’eft  pas  un  quarré 
de  quelque  petit  nombre  j donc  elle  ne 

R ij 
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Teft  pas  non  plus  d’un  nombre  même  très- 
grand. 

O « 

2 I I . 

Pour  ce  qui  regarde  au  contraire  la  for- 
mule X* — il  n’eft  pas  poffible  de  prou- 

ver qu’elle  ne  peut  devenir  un  quarré  ,•& 
on  trouve  même  par  un  raifonnement  fem- 
blable  au  précédent,  qu’il  y a une  infinité 

de  cas  où  cette  formule  devient  réellement 
, ^ 
un  quatre. 

En  effet,  que  x*  — ly^  doive  être  un 
quarré , nous  venons  de  voir  qu’en  faifant 
xx=pp-\-iqq  ^ yy—ipq , on  trouve 
— iy*={pp — iqqy.  Oï  pp-\-iqq  doit 
donc  devenir  pareillement  un  quarré , & 
c’eft  ce  qui  arrive  , lorfque  pxzzrr — iff  & 
qz=zirf^  vu  qu’on  a dans  ce  cas  xx=.{rr 

iffy.  De  plus  il  eft  à remarquer  qu’on-  ' 
pourroit  prendre  pour  le  même  effet  p~tff  j 
— rr  & q—irf:  nous  ferons  attention  à l’un  ) 
& à l’autre  cas. 

I.)  Soit  d’abord  p-=zrr — iff  q=znf,  ' 
on  aura  x~rr~^  ijf;  & à caufe  de  yy  i 
■=zpqy  on  aura  maintenant  4 ry(/r  I 
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— iff)  i de  forte  que  r & / doivent  être 
des  quarrés.  Qu’on  faffe  donc  r=tt  & 
f=zuuj  on  trouvera. yy  — 4ttuu(t* — lu*). 

Âinü  y =zitu\/t*  — zu*  Sc 
donc,  lorfqùe  t* — lu*  eft  un  quarté,  on 
trouvera  auffi  jr-* — iy*—U  j mais  quoique 
t U foient  des  nombres  plus  petits  que 
X 8c y f on  ne  peut  conclure  cependant, 
comme  auparavant , que  x* — zy*  ne  peut 
être  un  quatre,  de  ce  qu’on  parvient  à une 
formule  femblable  en  de  moindres  nom- 
bres ; car  X* — zy^  peut  devenir  un  quarté, 
fans  qu’on  parvienne  à la  formule  r* — zu*, 
comme  on  le  verra  en  confidérant  le  fé- 
cond cas. 

II.)  Soit  donc  p—iff—rr  & ^=2//, 
on  aura  à la  vérité,  comme  ci-devant, 
xx—rr-\-zffi  mais  on  trouvera  2^^ 
=4rf(zjf—rr).  Si  l’on  fuppofe  maintenant 
r=tt  & f—uu,  on  oht\er\t  yy~4ttuu 

(la''— r*),  par  conféquentj)^^:!/^^/ 2/^“ — 

& xz=t*-\~  zu\  moyennant  quoi  il  dl  clair 
que  notre  formule  x^ — ly*  peut  devenir 

R iij 
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aufii  un  quarré  , quand  la  formule  lu*- — i* 
devient  un  quarré.  Or  ce  cas  a lieu  évi- 
demment , quand  /^i  & w = i j & nous 
obtenons  par-là  &:y=i,  & enfin 

— zy*  = 8 1 — i.i6==  49. 

III. )  Nous  avons  auffi  vu  plus  haut  que 
lu* — i*  devient  un  quarré,  lorfque  1^=13 

& r=i  , puifqu’alors  \Ziu*  — ^^=239. 
Si  nous  fubfiituons  donc  ces  valeurs  au  lieu 
de  r & de  Z/ , nous  trouvons  un  nouveau 
cas  pour  notre  formule,  favoir  j;r=:i-|-2 
.13^—57123,  & J'— 2.1 3.239=6214. 

IV. )  De  plus , dès  qu’on  a trouvé  des 
valeurs  de  .v  &:  de  , on  peut  les  fubfti- 
tuer  à r & à dans  les  formules  du  n°.  i, 
Sz  on  obtiendra“par  ce  moyen  de  nouvelles 
valeurs,  de  x & de  y. 

Or  nous  venons  de  trouver  xz=.^  y 
2 i faifons  donc,  dans  les  formules  n°.  i, 

& uz=:2,  de  forte  que  \/ 1* — iià 
=7  , & nous  aurons  les  nouvelles  valeurs 
fuivantes,  .r=8i-}-2.i6=i  13  Scy=2 
,3.2.7=84  j ainfi  xx—njô^  , & x* 


Oiniti;  ™ : : , GoOglc 
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=163047361  j de  plus ^'^=7056,  8c y* 
= 49787136;  donc  jf"* — 29'‘*rr=:63473o89  : 
la  racine  quarrée  de  ce  nombre  eft  7967 , 
& elle  s’accorde  parfaitement  avec  la  for- 
mule adoptée  au  commencement,  /y?— 277,- 
car  puifque  t=^  & u~z , on  a r=^  & 
y=4;  donc  /j  = 8i — 32=49  & 7=72, 
d’où  réfulte  pp — 277=2401  — 10368 
=—7967. 


CHAPITRE  XIV. 

Solutions  de  quelques  Quejlions  qui  appar^ 
tiennent  à cette  partie  de  V'Analyfe, 

■ ' ' 21-2.  ' ' 

ISIous  avons  expliqué  jufqu’ici  les  arti- 
fices qui  fé  préferitent  dans  cette  paftîé  de 
Tandy  Ce,  qui  peuvent,  être  nécefiaires 

pour  réfoudre  quelque  queftion  que  ce  foit 
qui  appartienne  à cette  partie  ; il  nous  refte 
à les  mettre  dans  un  plus  grand  jour , en 
joignant  ici  quelques-unes  de  ces  queftions 
avec  leurs  folutions. 
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213. 

Première  quejiion.  Trouver  un  nombre 
tel  que , fi  on  y ajoute  ou  qu’on  en  retran- 
che l’uni  té , on  obtienne  dans  i ’un  & l’autre 
cas  un  nombre  quatre.  - • 

Soit  le  nombre  cherché  il  faut  que 
tant  AT-j-i  que  — i-  foit  un  quarré.  Sup- 
pofons  pour  le  premier  cas  x-\^\—pp , 
nous  aurons  x—pp — i & x — ^^pp  — 
ce  qui  devra  pareillement  être  un  G.  Que 
la  racine  eri  foit  donc  p — y nous  aurons 
pp — ^—fp — & par  conféquent 
au- moyen  de  quoi  on  obtient -x 

q*J—, 

, où  l’on  peut  donner  à a une  va- 

leur  quelconque  même  fractionnaire.  ^ . 

Si  nous  faifons  donc‘^=j,  en  forte  que 

r^  -\-  ' 

x=x.~-^~—,  nous  aurons  pour  quelques 

petits  nombres  les  valeurs  qui  fuivent  : 


on  di  x 


2 

t « 1 

I 

1 

2 

* L 

11 

4 

16 

I 

"Sir 
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Seconde  queflion.  Trouver  un  nombre  x 
tel  que , fî  on  y ajoute  deux  nombres  quel- 
conques , par  exemple  4 & 7 , on  obtienne 
dans  l’un  & l’autre  cas  un  quarré. 

Il  faut  d’après  cet  énoncé  que  les  deux 
formules,  x-\- ^ & ^~{~7  » deviennent  des 
quartés.  Qu’on  fuppofe  donc  la  première 
jc44— /V’»  3ura  x~pp — 4,  & la  fé- 

condé deviendra  x-^-q^pp-A^y  ; or  cette 
formule  devant  auffi  être  un  quarré,  foit 
fa  racine  —p-^-q,  & on  aura  pp-\-\=pp 

tirera  p-z=}^ ^ & 


I -ri  I 11  ■> — r %q 

par  conféquent  Si 


de 


plus  on  prend  pour  q une  fraêlionj  , on 

trouve  pour  x la  valeur  — ~^rrff ’ 

dans  laquelle  on  peut  fubrtituer  h r 8>i  h f 
tous  les  nombres  entier*  qu’on  veut. 

Si  l’on  fait  f—i  y on  trouve  x 

= — 3 ; donc*;v44— I & •*‘H~7“4* 

Que  fi  l’on  .demandoit  que  x fût  un 
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nombre  pofitif,  on  pourroit  faire  f—i  8c 
3:=i  , & on  auroit  moyennant 

quoi  = ‘ 

I » 

Si  l’on  fait & r=i  , on  a x='-j  ^ 
d’où  réfultent  j£r-j-4=y  & • 

Veut- on  que  le  dernier  terme  de  la  fort 
mule  qui  exprime  x,  furpalTe  le  moyen, 
qu’on  faffe  r=z  j ? on  aura  x — ^y 

& par  conféquent  x-\~4—'-^  8cx-Y'7=~^ 

215.  f 

Troifieme  queflion.  On  cherche  une 
leur  fra61ionnaire  de  x , telle  qu’ajoutée  à' 
I ou  fouftraite  de  i , elle  donne  dans  l’un 
& l’autre  cas  un  quarré. 

Puifque  ce  font  les  deux  formules  i-fx 
& I — X qui  doivent  devenir  des  quartes/ 
qu’on  fiippofe  la  première  i-\-x=pp , on 
aura  x=.pp — i , & la  fécondé  formule  i 
— x—2 — pp.  Or  «comme  cette  formule-d 
doit  devenir  un  quarré , & que  ni  le  pre- 
mier terme  ni  le  dernier  n’éft  un  quarré, 
il  faudra  tâcher  de  trouver  un  cas  où  la 
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formule  devienne  un  □ ; on  ne  tarde  pas 
à en  appercevoir  un  , c’eft  celui  de  p=.  i. 
Qu’on  faffe  donc  p—i  — de  forte  que 

x=:qq — iq,  notre  formule  2 — pp  fera 
=:i-j-2^  — qq  i ôc  en  fuppofant  la  racine 
= i — qr,  on  aura 

-\-qqrr;  ainlî  2 — q=^-ir-\-qrr,  & ; 

A A 7*^ 

de- là  réfulte  ;>r— , — r-\,;  & puifque  rçil 

("•-fO 

une  fraélion  , qu’on  faffe  r=‘-^  on  aura  x 

& il  eil 

Qt-^uu)  (n-^-uu)  ’ 

clair  que  u doit  être  plus  grand  que  t, 

' Soit  donc  , par  exemple , u—i  & , 

on  trouvera  Arzrr|i. 

Soit  u=T,  & t=.i , on  aura 
& les  formules  i — x=-^^, 

feront  toutes  deux  des  quarrés. 

216. 

(Quatrième  quejlion.  Trouver  des  nom- 
bres X tels  que  , foit  qu’on  les  ajoute  à 10, 
foit  qu’on  les  foultraie  de  i o , il  en  réfulte 
des  quarrés. 


1 
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Il  s’agit  donc  de  transformer  en  quarrés 
les  formules  i o-j-x  & i o — x , & on  pour-  i 
roit  le  faire  par  la  méthode  qu’on  vient 
d’employer  ; mais  indiquons  une  autre  voie 
pour  y parvenir.  On  remarquera  d’abord 
que  le  produit  de  ces  deux  formules , ou 
loo  — XX,  doit  pareillement  devenir  un 
quarré  ; or  fon  premier  terme  étant  déjà 
un  quarré  , il  faut  en  fuppofer  la  racine 
=10 — px , moyennant  quoi  on  aura  lOO 


20p 


'fP^\ > 


— XX=  l oo—iopx-^ppxx  ; donc  a*: 
or  par -là  ce  n’eft  encore  que  le  produit 
des  deux  formules  qui  devient  un  quarré> 
& non  pas  chacune  en  particulier.  Mais 
pourvu  que  l’une  devienne  un  quarré,  l’au- 
tre fera  nécelTairement  aufli  un  quarré  ; or 

Pp-\-  ^p-\-i  ell  déjà  un  quarré,  tout  fe 
réduit  à ce  qu’auffi  la  fraftion^^ , ou  bièn 

celle-ci  un  ouarré.  Il  faut 

pour  cela  feulement  que  \opp-\-io  foit  un 
quarré , & on  a de  nouveau  befoin  ici  de 
trouver  un  cas  où  cela  ait  lieu-  On  remar- 
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quera  qu’un  tel  cas  eft  p — T,--,  c’eft  pour- 
quoi on  fera  ^=3-}-^,  & on  aura  100 
-\-6oq-\-ioqp  Que  la  racine  de  ceci  foit 
1 o-\-'qt,  on  aura  l’équation  finale  i oo-j-60^ 
-^ioqq=:\oo-\-zoqt-^qqtt , qui  donne  q 
au  moyen  de  quoi  on  détermi- 
nera /7—  3 4-^ , & . 

Soit  /=3  , on  trouvera  q=o  & /?— 3 ; 
donc  x=6^  & nos  formules  io-[--^=i6 
& 10  — x—4. 

Mais  fi  t—i , on  a q— — — & 
ainfi  x = — or  il«lî:  indiuérent  de  faire 
aufli  AT— donc  10  ^ 

— ;»:=  ^ , quantités  qui  font  toutes  deux  des 
quarrés. 

217. 

Remarque,  Si  on  vouloir  généralifer  cette 
queftion  en  demandant  pour  un  nombre 
quelconque  a des  nombres  x,  tels  que  tant 
a-\-x  que  a — x fufient  des  quarrés , la  fo- 
lution  deviendroit  fouvent  impofiible , fa- 
voir  dans  tous  les  cas  où  a ne  feroit  pas  la 
fomme  de  deux  quarrés.  Or  nous  avons 
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déjà  vu  plus  haut  que  depuis  i jufqu’à  ço 
ce  ne  font  que  les  nombres  fuivans  qui  font 
les  fommes  de  deux  quarrés , ou  qui  font 
contenus  dans  la  formule  xx-^yyi 
I,  2,  4,  5,  8,  9,  10,  13  , 16,  17,  18, 
ao,  25  , 26,  29,  32,  34,  36,  37, 
40,41,45,49,50. 

Ainh  les  autres  nombres  compris  entre  i 
& 5 O , & qui  font  : 

3 , 6,  7,  Il  , 12,  14,  15,  19,  21  , 11, 
23,  24,  27,  28,  30,  31  , 33,  35,  38. 

39»  42')  43»  44  » 4^  » 47  > 4^  » 
ne  peuvent  fe  décompofer  en  deux  quarrés;^ 

par  conféquent  toutes  les  fois  que  a feroit 
un  de  ces  derniers  nombres , la  queftiott 
feroit  impoffible.  La  démonftration  en  eft 
facile.  Soit  a-^x-z=.pp  & a — x=^qq  , l’ad- 
dition des  deux  formules  donnera  ia=ipp 
~\~qq  ; donc  il  faut  que  aa  foit  la  fomme 
de  deux  quarrés  ; or  h %a  eft  une  fomme 
de  cette  efpece  , a en  fera  une  femblablej 
par  conféquent , lorfque  a n’eft  pas  la  fommè- 
de  deux  quarrés  , il  fera  toujours  impof- 
fble  que  a-\-x  & a — a:  foient  en  même 
temps  des  quarrés. 
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218.  ’ 

Comme  3 n’efl:  pas  la  fomme  de  deux 
quarrés , il  fuit  de  ce  que  nous  avons  dit , 
que , fi  û!  = 3 , la  quefiion  efi:  impoflible. 
Mais  on  pourroit  objefter  qu’il  y a peut- 
être  deux  quarrés  fraêHonnaires , dont  la 
fomme  eft  = 3 ; nous  répondons  que  cela 
n’efi  pas  pofilble  non  plus  ; car  fi  3 étoit 
“Î7+77»  ^ multipliât  par  qqff^  " 

on  auroit  '^qqff=zppjf-^qqrr  ^ où  le  fécond 
membre , qui  eft  la  fomme  de  deux  quarrés , 
feroit  divifible  par  3 j or  nous  avons  vu 
plus  haut  qu’une  fomme  de  deux  quarrés 
ne  peut  avoir  pour  divifeurs  que  des  nom- 
bres qui  foient  eux  - mêmes  des  fomrnes  de 
cette  efpece. 

Il  efi  vrai  que  les  nombres  9 & 1^5  font 
divifibles  par  3 , mais  ils  font  divifibles  aulii 
par  9 , & même  chacun  des  deux  quarrés 
qui  compofent  tant  l’un  que  l’autre  , efi  di- 
vifible  par  9 , vu  que  9rrr3^-j-o%  & 45 
j c’eft  donc  un  cas  différent  & 
duquel  il  n’efi:  pas  queftion  ici  j & nous 
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pouvons  donc  nous  en  tenir  à la  conclufion 
que  il  un  nombre  a n’eil  pas  en  nombres^'  ' 
entiers  la  Ibmme  de  deux  quarrés , il  lié* 
le  fera  pas  non  plus  en  fraftions.  Lorl'qu’âu 
contraire  le  nombre  a eft  en  nombres  en- 
tiers la  Ibmme  de  deux  quarrés  , il  peut-  i 

être  d’une  infinité  de  maniérés  la  fomme 

« 

de  deux  quarrés  en  nombres  fraêlionnaires  j». 
c’cft  ce  que  nous  allons  faire  voir.  '--f* 

210. 

; 

Cinquième  quejlion.  Décompofer  en  au* 
tant  de  maniérés  qu’on  voudra  un  nombre 
qui  efl  la  Ibmme  de  deux  quarrés , en  une. 
autre  fomme  de  deux  quarrés.  ^ 

Soit  ff~\~gg  le  nombre  propofé , & 
qu’on  cherche  deux  autres  quarrés  , par 
exemple  xx  èiyy , dont  la  fomme  xxyyy 
foit  égale  au  nombre  ff-\~gg>  H eli  clak 
d’abord  que  fi  x eft  ou  plus  grand  ou  plus 
petit  que  f,  il  faut  qu’au  contraire  y foit 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  g.  Qu’on' 
fafle  donc  x—f-\-pr  & y— g — eh' 

=jf 
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^ff-\-gg,  OÙ  les  deux  termes  ff  ^ gg 
détruifent  j après  quoi  il  ne  refte  que  des 
termes  qui  font  divifibles  par  Ainfi  on 
aura  xfp  -\-ppi  -^xgq-\-qq:^=o  ^ ou  ppi 
+ qq^  — xgq-~^fp  i donc  ^ = 
d’oïl  l’on  lire  pour  jc  & j les  valeurs  fui- 
vantes,  ^ 

» pp-^qq  J pp+qq  > 

dans  lefquelles  on  peut  adopter  pour  p S>^q 
tous  les  nombres  poffibles  à volonté. 

Que  , par  exemple , 2 foit  le  nombre 
propofé , en  forte  que/i==i  & g—i  , on 
aura  xx+yj=2  ; & à caufe  de  x=: 

& de  y~'liîïPlz33  on  faitp=2  & ^=1, 

on  trouve  x=.~  &:  j=j. 

220. 


Sixième  quejlion.  Si  a ell  la  fomme  de 
deux  quarrés,  trouver  des  nombres  x , tels 
que  a-\-x  Ik.  a — x deviennent  des  quarrés. 

Soit  a=i3  = 9-j-4,  & qu’on  faffe 
•^x=pp  & 1 3 — xz^qq,  on  aura  d’abord 
par  l’addition  i'6—pp-^qq,  enfuite  par 
la  fouftraéHon , ix=zpp — qq  ; il  faut  par 
conféquent  que  p ^ q foient  tels  que  pp 
Tome  //.  S 
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■ devienne  égal  au  nombre  26 , qui  eft 
auffi  la  fomme  de  deux  quarrés , favoir  de 
25-I-1.  Or  puifqu’il  s’agit  en  effet  dedé- 
compofer  26  en  deux  quarrés , dont  le  plus 
grand  puiffe  exprimer  , & le  plus  pedt 
qq , on  aura  fur  le  champ  /’=5  & ^==i, 
de  forte  que  x=.ix-,  mais  l’on  peut  ré- 
foudre le  nombre  z6  encore  d’une  infinité 
de  maniérés  en  deux  quarrés.  Car  puifque 
& q=i  , fi  nous  écrivons  dans  les 
formules  de  ci-deffus  r & w au  lieu  de/> 
ôc  P ôi.  q au  lieu  de  at  & jy , nous  trouvons 


itu-hK  (uu—tt)  o_  lotu-i-tt—uu  \ t ^ * 

,P=  ^ g Mainten^t 

nous  pouvons  fubfiituer  k t Sc  u des  noiR|- 
bres  quelconques,  & déterminer  par-là 
P Sc  q , ôc  par  conféquent  auflî  la  valew 
de 

'i  - » 

Soit,  par  exemple , t~i  & u=i , (tt 
aura  q—f-,  donc  pp  — qq^f^ 


& 


221. 


*4' 


Mais  afin  de  réfoudre  cette  queftion  d’une 
maniéré  générale , foit  a==.6c-\^ddy  & 
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finconnue  c’eft-à-dire  que  ce  foient 
les  formules  & a — qui  doivent  de- 
venir des  quarrés. 

Faiibns  & a—~:i'=:zyy^  nous 

aurons  d’abord  ^ct=.^(cc-\-dd)=:xx-\-yy^ 
enfuite  ii=zxx — yy.  Donc  il  faut  que  les 
quarrés  xx  & yy  foient  tels  que  xx-\-yy 
^i{cc-\-dd) , où  en  effet  i{cc-\-dd)  efl 
la  fomme  de  deux  quarrés,  CavoÏT=(c+dy 
~\~{c—d)\  Suppofons , pour  abréger , c+d 
==/^  & c — d=g^  il  faudra  que  xx~j-yy 
^ arrivera,  d’après  ce 
qui  a été  dit  ci-deffus , quand  xz= 

On  obtient  par-là  une 
folution  très -facile,  en  faifant  /j=i  & ^ 
=1  ; car  on  trouve  x=^=g~c  — d^ 
^y=f=^c-\-^i  par  conféquent  i=icdf 
& il  ell  clair  que  a-^-^—cc-^dd-^-xcd 
=(c+(/)*,  &a — :^j=xc+dd — icd—(j: — d)'. 
Cherchons  une  autre  folution , en  faifant 
/’=2  & q~i  nous  aurons  x—''-^  8c 
, où  tant  c8cd  que  x 8c  y peuvent 
fe  prendre  en  moins  , parce  qu’il  n’eft 

S ij 
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qiieftion  que  de  leurs  quarrés.  Or  puifque 
X doit  être  plus  grand  que  y , qu’on  fatfe 
négatif,  on  aura  x—‘~  3c  0^ 

là  réfulte  ^ ^ & cette  valek 


étant  ajoutée  à az^cc+dd,  donne 

dont  la  racine  quarrée  eft  ; fi  l’on  fduf 

trait  enfuite  de  a,  il  reite 

quatre  de^-^j  & on  voit  qu’en  efFet  de 

ces  deux  racines  quarrées  la  première  eft 

=AT  & la  fécondé  =j^. 

222. 

Septième  quejlion^  On  cherche  un.n(^ 
bre  X tel  que  , foit  qu’on  ajoute  i à ce  nom- 
bre même , foit  qu’on  ajoute  i à fon  qua^ 
XX , on  obtienne  un  quarré.  ^ 

Il  s’agit  de  transformer  en  quarrés^ 
deux  formules  .af-}-!  & xx-^i.  Qu’on 
pofe  donc  la  première  x-\-\=pp 3l\ 
caufe  de  x—pp — i , la  fécondé  xx-^i^==p^ 
— zpp-\-i,  devra  être  un  quarré. 
derniere  formule  eft  de  nature  à ne  poSi 
admettre  de  folution^  à moins  qu’on' fie 


? 3 
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connoiflfe  d’avance  un  cas  farisfaifant  ; mais 
un  tel  cas  fe  préfente  aufli-tôt,  c’eft  celui 
de  Soit  donc  p—\-\-q , on  aura  xx 

4-1=1 > ce  qui  peut  de- 
venir un  quarré  en  bien  des  maniérés. 

I 

I. )  Qu’on  en  fuppofe  d’abord  la  racine 
=1-1-^^,  on  aura 

4-zÿy4-^  > 4q-\-Aqq=^q  > ou  44-47 

= 2 & q——\-,  donc/)^j&  i. 

II. )  Soit  la  racine  =i — qq , on  trouvera 
i4-47?4"47^4~7‘'=* — ^77+7“  i par  con- 
féquent  q= — \ & p~ — ^,cequidonne 
x=. — comme  auparavant. 

III. )  Si  l’on  fait  la  racine  =i-j-2^4"77» 
afin  de  retrancher  le  premier  & les  deux 
derniers  termes,. on  à i-|-4774~47’4“7”‘ 
=i4-*474-'^77-|”47^-|-7^  » ^'où  l’on  tire 

— 2 & /?= — I ; donc  x=o. 

IV. )  On  peut  adopter  aufli  i — 'iq — qq 
pour  la  racine , & on  a dans  ce  cas  ^4-4qq 

+ 47’-f7'— *— 474-^77+47’4-7'i 

on'trouve  comme  auparavant  ^ = — 2. 

V. )  On  peut , Il  l’on  veut,  retrancher  les 

S iij 
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deux  premiers  termes  , en  faifant  la  racine 
car  on  aura  i 

=i  + 4^^+4?"j  alors  par 

conféquentxzir^j  enfin  = 

On  trouvera  un  plus  grand  nombre'de 
valeurs  pour  q , en  faifant  ufage  pour  cela 
d’une  de  celles  qu’on  vient  de  déterminer , 
par  exemple  de*  celle- ci,  q= — Car 
foit  à préfent  — 1+'’»  ^ î+'ï 

4-r^;  donc  l’expreffion^ — \r — lrr+,iif 
,^r*,  à laquelle  notre  formule  fe  réduit, 
devra  être  un  quarré , & elle  devra  l’étre 
aulR  étant  multipliée  par  1 6 , dans  lequel 
cas  on  a 25 — I4r — -%rr-4-yir\+\6t*.  C’eft 
pourquoi  faifons  à préfent: 

I.)  La  racine  ==.^-\-fr+4rr ; en  forte 
que  25 — 24r — S 

>^ioffj240rr-j-ffrr+Sfr^-^i6r*.  Lès 
premiers  & les  derniers  termes  fe  détrui- 
fent , & nous  ôterons  auffi  les  féconds , 
en  faifant  — 24=10/',  & par  conféquent  j 
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/== — y;  divifant  enfuite  les  termes  ref- 
tans  par  /■/•,  nous  avons  — 8-j-32r=+40 
& en  admettant  le  fighe  fupé- 
rieur,  nous  trouvons  Or,  à caufe 

» ji-b/ 

de /= — y,  nous  avons  donc  p 

=1^»  & ainfi  & 

II. )  Que  fi  nous  adoptons  le  figne  in- 

férieur, nous  avons  — — 4o-|-j^ 
— 8/r,  d’où  fe  conclut  & puif- 

que^— on  a r=—^i  doncp=^^, 
ce  qui  conduit  à Téquation  précédente. 

III. )  Soit  4/r+4r+ç  la  racine  de  la  for- 
mule; de  forte  que  \ — %rr — 24/- 

+2  5=i6/^-|-32r’+4o/T+4or-f-2  5.  Comme 

• 4-1 6rr 

de  part  & d’autre  les  deux  premiers  termes" 
& le  dernier  fe  détruifent , nous  aurons  — Sr 
— 24=+40/--|^i6/-+40,  ou  — 24r — 24 
=+40/- +40.  Si  nous  admettons  de  figne 
fupérieur , nous  avons, par  conféquent  —i^r- 
— 24=40r-|-40 , ou  0=64r-}-(j4,  ou 
o=r-|-i , c’eft-à-dire  r==. — i & /?= — ; 

Siv 

« 

f 
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mais  c’eft  un  cas  qui  nous  eft  déjà  connu,' 
& on  n"en  auroit  pas  trouvé  un  différent 
en  faifant  ufage  de  l’autre  fîgne. 

IV.)  Que  la  racine  Toit  ^-\-fr-\-grr , ^ 
qu’on  détermine  f & g,  de  façon  à faire 
évanouir  les  trois  premiers  termes.  Puifque 
aéfuellement  25 — i^r — Srr-j-^ir^-\-i6r* 

aura  d’abord  — 24=10/'^  ainfi /== — — ; 
enfuite  — S~iog-\-ff,  ou  g= — 

= ^ • Quand  on  aura, donc  fubf- 

titué  & divifé  les  termes  reftans  pari,V’, 
on  aura  32-f  i6r=2;^+^^r,  & 

Or  le  numérateur  ifg — 32  devient  ici 

, -?^-49^ -16. 51.51 


5.11J 


61Î  ,625 

nominateur  i6— ^^=(4— ^)(4+^)=?is 
= ainfi,.=-^%&,onen 


conclut  />= 


^9 

J7II 


moyennant  quor  on 


obtient  une  nouvelle  valeur  de  a:  à caufe 

t 

de  x=pp — I,  ; 
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223. 

, Huitième  quejlion.  Trouver  un  nombre 
X qui , ajouté  à chacun  des  nombres  donnés 
a , ^ & c , produire  un  quarré. 

Puifqu’il  faut  que  les  trois  formules 
x-\-b  & x-\-c  foient  des  quarrés,  qu’on 
faffe  la  première  ^ on  aura  x 

= ll — a,  & les  deux  autres  formules  fe 
changeront  en  — a. 

Il  faudroit  préfentement  que  chacune  de 
celles-ci  fût  un  quarré  ; mais  c’eft  ce  qui 
n’admet  point  de  foliition  générale  ; fouvent 
la  chofe  eft  impoflible,  & fa  pofiibilité  dé- 
pend uniquement  de  la  nature  des  nombres 
è — a & c — a.  Car  fi , par  exemple  , h — a 
:=£  & c — a=. — I , c’efi-à-dire 
& c—a — I , il  faudroit  que  & 

— I fuflent  des  quarrés,  & que  par 
conféquent  fût  une  fraéUon  j ainfi  on  feroit 
, & il  faudroit  que  les  deux  formules 
pp-\-qq  & PP — <jq  fuffent  des  quarrés , & 
que  par  conféquent  auffi  leur  produit p"" — q* , 
fiCit  un  quarré  j or  nous  avons  fait  voir  plus 
haut  que  cela  eft  impoflible.  ^ 
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VouIût-on  faire  h — a=i , & c — û= — 
c’eft-à-dire  h—a-\-%  & c=a — 2 , on  au-, 
roit , en  faifant  encore  , les  deux  for-^ 
mules  pp-\~'i‘qq  & pp — à transformer, 
enquarrés;  par  conféquent  il  faudroit  auflî 
que  leur  produit  p* — 4q*  devînt  un  quarré; 
or  c’eft  ce  que  nous  avons  de  même  fait^ 
voir  être  impoffible. 

Soit  en  général  b — a=m  & c-~~a=:n  / 
de  plus  {=j  > il  faudra  que  les  formules. 
pp-\-‘mqq  & pp~\-nqq  deviennent  des  quar-' 
rés  i & nous  venons  de  voir  que  cela  eft 
impoffible , tant  lorfque  /tï=+i  & n— — 
que  lorfque  mz=-j-2  & n= — 2. 

Cela  efl  impoffible  auffi , lorfque  m=ff 
Sc  nz=z  — ff } , car  on  auroit  dans  ce  cas 
deux  formules , dont  le  produit  fèroit 
— f*  f > c’eft-à-dire  la  différence  de  deux 
bi-quafrés , & nous  favons  qu’une  telle  dif« 
férence  ne  peut  jamais  devenir  un  quarré. 

De  même,  quand  m-=ziff  &.  n= — 
on  a les  deux  formules  pp-\-^ffqq  & pp 
— ^ffqq  qui  ne  peuvent  devenir  toutes  les 
deux  des  quarrés , parce  qu’il  faudroit  que 

f 
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leur  produit  p* — Af*q*  pût  devenir  un 
quarré  ; or  fi  l’on  fait  fq=r,  ce  produit  fe 
change  en  p* — 4/-“,  qui  eft  une  formule 
dont  l’impoflibilité  a été  démontrée  plus 
haut. 

Que  fi  l’on  fuppofe  m=i  & n—t , en 
forte  qu’il  s’agifiê  de  réduire  en  quarrés  les 
formules  pp-^qq  & pp-^xqq , on  fera  pp 
•^qq^zrr  & pp-^  xqqz=.ff  ; la  première 
équation  donnera  pp—rr  — qq , & la  fé- 
condé donnera  rr-^qq=ff ; donc  il  fau- 
droit  que  tant  rr — qq  que  rr-^qq  pût  être 
un  quarré  ; or  l’impoffibilité  en  eft  prouvée^ 
’puifque  le  produit  de  ces  formules,  ou  r* 
' — ne  peut  devenir  un  quarré.' 

■ Les  èxemples  que  nous  venons  de  donner 
fuffifent  pour  faire  voir  qu’il  n’efl:  pas  facile 
de  choifir  pour  /n  & « les  nombres  qui  ren- 
dent la  folution  poflible.  L’unique  moyen 
de  trouver  de  telles  valeurs  de  m & de  n , 
c’eft  de  les  imaginer,  ou  bien  de  les  déter- 
miner par  la  méthode  qui  fuit. 

' On  fait  ff^mgff=kh  & ff-\-ngg=kk  ; 
on  a par  la  première  équation 
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& par  la  fécondé  n — celapofé,  oa 

n’a  qu’à  prendre  pour/^  g,  h &.k  des  nom- 
bres quelconques  à volonté,  & on  aura 
des  valeurs  de  /n  & de  /z  qui  rendront  la 
folution  polîible.  j 

Soit,  par  exemp.  ^=3  , k=z^  ^ f—^ 

& 2^,  on  aura  Z72=2  & /z=6  ; & on  ' 

peut  être  certain  maintenant  qu’il  eft  pof-  i 
fible  de  réduire  en  quartés  les  formules  pp 
& pp-\“6qq,  puifque  cela  arrive 
quand  p=i  & q=.i.  Mais  la  première' 
formule  devient  en  général  un  quarré , li 
p=rr — iffS^  q=irf ;,c2lt  il  en  réfulte  pp 
'\-iqq—{rr-\-xffy.  La  fécondé  formule' 
devient  alors  pp-]^6qq=:-r*-\-iorrff-^/^f*y' 

& nous  connoifTons  un  cas  où  elle  devient - 
un  quarré , favoir  le  cas  de p=i  & q=i, 
qui  donne  r=i  & /=i , ou  en  général^ 
r=.f f de  forte  que  la  formule  eft  z=zi^f\. 
Connoiffant  donc  ce  cas , nous  ferons  r=f 
-|-r;  nous  aurons  rr=ff-\-ift-\-tt , & 

notre  for- 
mule deviendra  + 44pt-\-i6ffu-^j^fû 
+f;  & fuppofant  que  fa  racine  foit  yff 
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nous  l’égalerons  au  quarré  25/^ 
~\-iofpt-\-ioffu-\-ifJû-\-t* y au  moyen 

+//77“ 

de  quoi  les  premiers  & les  derniers  termes 
fe  détruiront.  Faifons  de  plus  4=2/',  ou 
/=  2 , afin  de  chaffer  les  termes  pénul- 
tièmes , & nous  parviendrons  à l’équation 

ou  ^f=^ — r,  — 7;  donc  f= — i 

& r=2  , ou  t= — 2/,  & par  conféquent 
r— — f & rr—ff,  ce  qui  n’eft  autre  chofe 
que  le  cas  déjà  connu. 

Mais  déterminons  donc  plutôt/' , de  fa- 
çon que  les  féconds  termes  s'évanouifl'ent  : 
il  faudra  faire  44—10/',  ou  /:=  y j & en 
divifant  enfuite  les  autres  termes  par  fit  ^ 
nous  aurons 

c’eft-à-dire  — ce  qui  donne  t 
hf  & -=/+'= ^/,  ou  > = i ; 
ainfi  r=3  & f—iOy  moyennant  cela  nous 
trouvons  pzzzrff — rr—\^i  & ^=irf 
=60,  & nos  formules  feront  pp-\-icjq 
==4368i=(209)*  & 58081 
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224. 

Remarqua.  On  peut  trouver  de  la  mêmé 
maniéré  encore  d’autres  nombres  pour  mr 
& n , qui  faflent  que  nos  formules  devien- 
nent des  quarrés  j & ü eft  bon  de  remar- 
quer que  le  rapport  de  /n  à n eft  arbitraire! 

Soit  ce  rapport , comme  a à ^ & qu’on 
ait  & n=h^,  il  fera  queftion  de 

favoir  comment  on  doit  déterminer  { , afin 
que  les  deux  formules  pp-\-a:^qq  & pp-\-bi<jq 
puiflent  être  transformées  en  quarrés.  Nous 
en  indiquerons  les  moyens  dans  la  folutidn 
du  problème  fuivant, 

Neuvième  quejlion.  Si  a & ^ font  des 
nombres  donnés , trouver  le  nombre  { , tel 
que  les  deux  formules pp-\-a:^qq  & pp-\-i>\q<{ 
deviennent  des  quarrés  , & déterminer  en 
même  temps  les  plus  petites  valeurs  poffi- 
bles  de  /J  & de 

Qu’ôn  faffe  pp-\‘a-^qqz=.rr  & pp-^-h^qq 
Sc.  qu’on  multiplie  la  première  équa- 
tion par  3 & la  fécondé  par  a,  la  différence 
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. ^es  deux  produits  fournira  l’équation  (b— a) 
pp=brr—aff,  & par  conféquent/J/7=:^j2"j 
& il  faudra  que  cette  formule  foit  un  quarré; 
or  c’eft  ce  qui  arrive , quand  r=zf.  Qu’on 
fuppofe  donc , afin  de  faire  fortir  les  frac- 
tions, r=f-^{b — a)t,  on  aura 

bff^ib{b  — a)ft-\-b{b—aytt—aff 

b — a 

_ {b — a)ff-\-zb{b — a)ftJ^b{b — aftt 

b — a 

^ff-^-^bft-^-b^b—ayt. 


Qu’on  faffe  maintenant  pz=:fJ^-t,  on 
aura 

— a)tt  y où  les  ff  fe  détruifent  ; de  forte 
que  les  autres  termes  étant  divifés  par  t , 
/&  multipliés  par  donnent  ^bfyy-i^b 
{b — a^tyyz^zifxy-i^txx,  d’où  réfulte 


- ‘^f^y-'^fyy  f_ ^xy~^hyy 

b (b—t)  yy—xx  f b (b—a)yy—xx  * 


Ainfi  t=ixy 


— i — (^)yy — ; de  plus 

r^x(b — a)xy — b {b — a)yy — xx  , & par 
conféquent  p=zf-\-j  tz=b  (b — a)yy -j--xx 
■^Lbxy={x  — byy-^abyy. 

• Ayant  donc  trouvé  ^ il  nous 


» 
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refte  à dérerminer  {.  Souftrayons  pour  cet . 
effet  la  première  équation  pp-^a:^qq—rr 
de  la  fécondé  pp-^bqcjq~lf^  le  refte  fera 
:^qq{b  — a)z=ff—rr—(f-\-r)  {f—r). 
Or  f-^r—i(b — a)xy — ixx  , & f- — r^ib 
(b-a)yy-iQ>-a)xy , ou  f-]-r—ix(Sb—a) 
y — x),  Sc  f—r—i(b — a)y{by — a);  ainfî 
{b-a)iqq==ix{{b-a)y-x).i{h-a)yiby-x) , 
ou  :^qqz==zix{{b-a)y-x:)iy(Jyy-x)  , ou  ^qq 
~Axy{(b—a)y  — x){by  — x)-,  par  confé- 
quent  , 


Il  s’agit  donc  de  prendre  pour  qq  le  plus 
grand  quarré  , par  lequel  le  numérateur  foit 
divifîble  ; mais  remarquons  premièrement 
que  nous  avons  déjà  trouvé  p—b{b—d)yy 
'-\-xx—%bxy—{x—byy—cibyy  , & qu’ainfi 
on  peut  fimplifier  en  faifant  x=.v -\-by ^ 
ou  x—by=:v  , vu  qu’alors  p = w — abyy , 

X q<j  » 1 qq 

Moyennant  cela  on  pourra  prendre  pour 
V 8iy  des  nombres  quelconques , & adop- 
tant pour  qq  le  plus  grand  quarré  contenu 
dans  le  numérateur,  on  déterminera  faci- 
lement 


Di 
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lement  la  valeur  de  ^ ; après  quoi  on  re- 
viendra aux  équations  & 

p = vv  — abyy  y & on  obtiendra  les  for- 
mules qu’on  cherchoit. 

I. )  = — a%/)^-|-4avy 

(v-j-ajK)  , qui  eft  un  quatre  dont 

la  racine  eft  r=. — vv — lavy — ahyy. 

II. )  La  fécondé  formule  devient pp-\-b>\qq 
=(vv— 4^vy(v4-aj)(v+^y)  , ce 
qui  eil  auffi  un  quarré  dont  la  racine y=— vv 
— xbvy  — abyy  i & on  peut  prendre  les 
valeurs  tant  de  r que  de  / pofitives.  Dé- 
veloppons ces  réfultats  dans  quelques  exem- 
ples. 

226. 

Exemple  premier.  Soit  — t & 

& qu’on  cherche  des  nombres  { , tels  que 
les  deux  formules  pp^\qq  & pp~\~:^qq  de- 
viennent des  quarrés  j favoir  la  première 
c=rr , & la  feco-nde  ~ff 

Nous  avons  donc  p:=zvv-\-yy , & nous 
n’aurons , afin  de  trouver  { , qu’à  confidérer 
la  formule  > donnerons 

Tome  IL  T 
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à V & à J'  différentes  valeurs , & nous  ver- 
rons celles  qui  en  réfultent  pour 


I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

V 

X 

3 

4 

3 

16 

» 

y 

1 

2 

1 

4 

9 

1 

y-y 

• 

1 

‘ 3 

1 

7 

7 

y-^y 

3 

5 

ï 

9 

9 

U‘i 

4.6 

4.30 

16.15 

9.16.5 

56.25.16.7 

16.9.I4 

4 

4 

16 

9.10 

36.25  .10 

16.9 

{ 

6 

30 

M 

5 

• 7 

>4 

P 

5 

*3 

>7 

4» 

337 

63 

Nous  fommes  en  état,  moyennant  ces 
valeurs,. de  réfoudre  les  formules  fuivanr 
tes , & d’en  faire  des  quarrés.  ’ 

I. )  On  peut  transformer  en  quarrés  les 

formules  pp — 6qq  & ‘ cela  fe  fait 

en  fuppofant  /?=  5 & ^ = 2,  j car  la  pre- 
mière devient  =25  — 24  = 1 , &:la  fé- 
condé =25 -[-24=49. 

II. )  Auffi  les  deux  formules  pp — -i,oqq 

& pp-\~'*iOqq:  favoir  en  faifant  & 

<7=2  ; car  la  première  devient  =169 — 120 
= 49,  & la  fécondé  =169-1-120=289.* 

III. )  De  même  les  deux  formules pp—i^qq 

& .•  car.ü  l’on  fait  p=^i7  & 
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qz=ij^^  on  a la  première  —189  — 240 
=49 , & la  fécondé  =289-1-2 40=5  29. 

IV. )  Les  deux  formules  pp — pp 
4. 5 deviennent  pareillement  des  quartés  : 
favoir  quand  /’=4i  & q—iiy  car  alors 
PP — ')qq=\6^i — 720=961=31*,  & pp 
-j-5^ÿ=i  68 1-1-720=2401=49’. 

V. )  Les  deux  formules  pp — jqq  & pp 
-j-7^^  font  des  quarrés,  fi  ^>=337  & q 
=120;  car  la  première  alors  eft  = ii  3 3 69 
— 100800=12769=113*,  & la  fécondé 
eft  =i  13569-1-100800=214369=463*, 

VI. )  Les  formules  pp—i^qq  & pp-\~i  ^qq 
deviennent  des  quarrés  dans  le  cas  de  p 
= 65  & de  ^=12  ; car  alors  pp  — 14^^ 
=4225 — 2016=2209=47*,  & pp-\-i^qq 
=42  2 5 -|-20 1 6=6  24 1 =79*. 

227. 

Exemple  fécond.  Lorfque  les  deux  nom- 
bres m Sz  n font  dans  le  rapport  de  1:2, 
c’eft- à-dire  que  a = i &/?=2,&  qu’ainfî 
m=:^  8c  trouver  pour  i des  valeurs 

T ij 
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telles , que  les  formules  pp+iqq  & PP-¥‘^\qq 
puiflent  être  transformées  en  quarrés. 

Il  feroit  fuperflu  ici  de  faire  ufage  des 
formules  générales  que  nous  avons  données 
plus  haut , cet  exemple  pouvant  fe  réduire 
immédiatement  au  précédent.  En  effet,  fi  • 
pp-\-iqq=rr  & pp^i^qq^ff,  on  a par 
la  première  équation  pp=^r — ^qq , ce  qui 
étant  fubffitué  dans  la  fécondé,  donne  rr 
*^:^qq—ff } ainfi  la  queftion  eft  unique- 
ment que  les  deux  formules  rr — :^qq  & rr 
-\-iqq  puiffent  devenir  des  quarrés , & c’eft , 
comme  on  voit , le  cas  de  l’exemple  pré- 
cédent. On  aura  par  conféquent  pour  { 
les  valeurs  fuivantes,  6,  30,  15  , 5,7, 

14,  &c. 

On  peut  faire  aiifli  en  général  une  tranf 
formation  femblable.  Car  fuppofons  que 
les  deux  formules  pp-\-mqq  & pp-\-nqq 
puiffent  devenir  des  quarrés , & faifons  pp 
^mqq—rr  & pp>-\-nqq—j]';  la  première  I 
équation  donnant  pp=-rr — mqq , la  fécondé 
-»  deviendra  ffz=zrr — mqq-\-nqq^  ou  rr 
-[-(/Z — m)  qq—ff i fi  donc  les  premières 
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formules  font  poffibles , ces  dernieres  rr 
• — mqcj  & /•/•+(« — m)qq  le  feront  de  même, 
& comme  m Sc  n peuvent  être  mis  l’un  à 
la  place  de  l’autre  , les  formules  rr — nqq 
& rr-|-(/w — n)qq  feront  polTibles  pareil- 
lement; & au  contraire  , fi  les  premières 
font  impoffibles , les  autres  ne  le  feront  pas 
moins, 

228. 

Exemple  troijîeme.  Que  /n  foit  à n comme 
1:3  , ou  bien  que  a—\  & ^=3  , de  forte 
que  m=:^  & 72  = 3;^,  & qu’il  s’agiffe  de 
transformer  en  quarrés  les  formules pp-\~VH 

Puifque  a=i  & ^==3  , la  queftion  fera 
poffible  dans  tous  les  cas  où  iqq—j[vy 
(v-fy)(v+3jy),  &pz=vv— 3jyj.  Ainfi 
adoptons  pour  v & j les  valeurs  fuivantes  : 


Tiij 
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1. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

V 

1 

3 

4 

1 

lô 

y 

1 

2 

J 

' 8 

9 

v-\-y 

5 

5 

9 

25 

4 

9 

7 

^5 

43 

K m 

16.2 

4.9.30 

4-4-M 

4.9.25.4.2 

4.9.16.25.43 

I 

16 

4.9 

4-4 

4.4.9.25 

4.9.16.25 

1 ^ 

1 

30 

35 

2 

43 

2 

3 

«3 

191 

*3 

Or  nous  avons  ici  deux  cas  pour  {=2 , 
ce  qui  fait  que  nous  pouvons  transformer 
de  deux  maniérés  les  formules  /*/»-}- 2^?  & 

La  première  eft  de  faire  p=x  & q—A^ 

& par  conféquent  auffi  p—\  & y— ij  | 
car  nous  avons  alors  pp-\-xqq=^f)  & pp  , 

+ %=25.  I 

La  fécondé  maniéré  eft  de  fuppofer  p 
^=191  & q=.6o  y moyennant  quoi  nous 
aurons /77+2^^=(209)’  & ppA-6qq=iAi'< 

Il  eft  difficile  de  décider  ft  on  ne  pourroit 
pas  faire  auffi  {=i  ; ce  qui  auroit  lieu, 
quand  :^qq  feroit  un  quarré.  Mais  quant  à 
la  queftion,  fi  les  deux  formules  pp-\-qq 
& pp-\-'^qq  peuvent  devenir  des  quarrés, 
voici  le  procédé  quelle  exige. 
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229. 

Il  s’agit  de  rechercher  fi  on  peut  tranf- 
former  en  quarrés , ou  non , les  formules 
Pp-\-qq  & q>j'on  fuppofe  pp-\-(jq 

— rr  & pp-\^-^qq=.ff\  & qu’on  conlidere 
points  fuivans: 

^ I.)  Les  nombres-  p ^ q peuvent  être 
regardés  comme  premiers  entr’eux  ; car 
s’ils  avoient  un  commun  divifeur , les  deux 
formules  ne  laifleroient  pas  de  refter  des 
quarrés,  après  qu’on  auroit  divifé  p ^ q 
par  ce  divifeur. 

II. )  P ne  peut  être  un  nombre  pair  j car 

en  ce  cas  q feroit  impair,  & par  conféquent’ 
la  fécondé  formule  feroit  un  nombre  de 
l’efpece  devenir  un 

quarré  ; donc  p eft  néceflairement  impair , 
& pp  eft  un  nombre  de  l’efpece  8/2 -|-i. 

III. )  Puis  donc  que  p eft  impair  , il  faut 
que , dans  la  première  formule , q foit  non- 
feulement  pair  , mais  qu’il  foit  même  di- 
vifible  par  4 , afin  que  qq  devienne  un  nom- 
bre de  l’efpece  \6n , & que  pp-\-qq  foit 
de  l’efpece  8/1+/. 
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IV. )  De  plus  P ne  peut  être  divifible  par.  i 
3 ; car  fi  cela  étoit , pp  feroit  divifible  p^  -1 
9 , & ne  le  feroit  pas  ; ainfi  T^cjq  ne  ferott  é 
divifible  que  par  3 & non  par  9 ; par  cont?.  -l 
féquent  auffi  pp-\-'!>fJ  ne  pourroit  être 

vifé  que  par  3 & non  par  9 , & ne  pourri 
donc  être  un  quarré  ; ainfi  p ne  peut  être 
divifé  par  3 , & /y?  fera  un  nombre  de  l’ef- 
pece 

V. )  Puifque  p n eft  pas  divifible  par  3 ^ 
il  faut  que  <j  le  foit  j car  autrement  (jq  feroit 
lin  nombre  de  l’efpece  yn-\~\ , & parcon* 
féquent  pp~\-qq  un  nombre  de  l’efpece  3» 

, qui  ne  peut  être  un  quarré  j donc  q 
doit  pouvoir  fe  divifer  par  3. 

Vf.)  p n’eft  pas  divifible  non  plus  par  5 \ 
car  fi  cela  étoit , q ne  le  feroit-  pas , & qq 
feroit  un  nombre  de  l’efpece  5«-|-i  ou 
5/z-|-4  ; par  conféquent  3^^  feroit  de  l’ef- 
pece  5«-[~3  & comme  pp 

~\-'*,qq  appartiendroit  aux  mêmes  efpeces, 
cette  formule  ne  pourroit  devenir  un  quar- 
ré i donc  il  faut  néceffairement  que  p ne 
foit  pas  divifible  par  5 , & que  pp  foit  un 
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nombre  de  l’efpece  , ou  de  l’efpece 

5'*  + 4-  * • 

VII. )  Mais  puifque  p n’eft  pas  divifible 

f>ar  5 , voyons  fi  y eft  divilîble  par  5 ou 
non  i que  fi  q n’étoit  pas  divifible  par  5 , 
qq  feroit  de  l’efpece  5^4“^  5”4“3» 

comme  nous  avons  vu  ; & puifque  pp  eft 
ç/z-}-!  ou  il  faudroit  que  pp-\~}q({ 

fût  de  même,  ou  5^4“4’ 

Qu’on  s’imagine  ppz=z^n-\~\  , on  aura 
qqz=.^n-\~ ^ , parce  qu’autrement  pp-\-qq 
ne  pourroit  être  un  quarré  ; mais  on  auroit 
alors  3^^=5n+'2  &/j^+3^^=5/z4-3  , 
ce  qui  ne  peut  être  un  quarré. 

Soit  en  fécond  lieu  /y7=5«-|"4>  on  a 
dans  ce  cas  qq—^n-\-i  & 3^^=  5/24-3  ; 
donc  pp-\-'^qq=^n■\-^  , ce  qui  ne  peut 
être  non  plus  un  quarré.  D s’enfuit  de- là  que 
qq  doit  être  divifible  par  5. 

VIII. )  Or  q étant  divifible  d’abord  par 
4 enfuite  par  3 & en  troifieme  lieu  aufli 
par  5 , il  faut  que  ce  foit  un  nombre  tel 
que  4. 3.5/w,  ou  que  ^=6o/n  y ainfi  nos 
formules  deviendroient  pp’\’-^6oomm=:rr , 
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& pp~\^io%oomm^=z^ i cela  pofé , la  pre- 
,miere  , étant  fouftraite  de  la  fécondé  , 
donnera  7 2oo/«m=j(7^rr=:(/+>-) 
de  forte  qu’il  faudra  que  f-\-r  & /■— « 1 

foient  des  faveurs  de  ^loomm;  & on  doit 
faire  attention  en  même  temps  qu’il  faut 
que  f &:  r foient  des  nombres  impairs , & 
de  plus  premiers  entr’eux. 

IX. )  Soit  de  plus  'jioommz=z^fg ^ ou 

que  les  fafteurs  en  foient  1/  & ^.g,  de  qu’on 

fuppofe  f-^r=  if  Sc  f — r=.xgf  on  aura 

fz=f-\-g  & r=if — g s & il  faudra  que 

fSi  g foient  premiers  entr’eux , & que  l’un 

foit  pair  & l’autre  impair.  Or  commet" 

=iSoomm , il  faudra  donc  décompofer 

iSoomm  en  deux  fafteurs , dont  l’un  foit 

» ; 

pair  & l’autre  impair , & qui  n’aient  aucun- 
commun  divifeur. 

X. )  Il  eft  à remarquer  en  outre,  que. 
puifque  rj’=pp-^q^ , & qu’ainfi  r eft  un 
divifeur  de  pp-\-<]^,  il  faut  que  r=f—g 
foit  pareillement  la  fomme  de  deux  quarrés , 

& comme  ce  nombre  eft.  impair , il  faut 
qu’il  foit  contenu  dans  la  formule  I 
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XI. )  Si  nous  commençons  maintenant 

par  flippofer  mz=\ , nous  aurons  fg=.\%oo 
=8.9.25  , & de  là  réfulteront  les  décom- 
pofitions  fuivantes:  f—i^oo  & g=i , ou 
f—100  & g=^  , ou  & ^=15, 

ou/=22  5 & g==8.  La  première  donne 
r—f — '^=1799  = 4/2-}- 3 î la  fécondé 
donne  r=f — ^=191  = 422-1-3  ; la  troi- 
lieme  donne  r=y^^=47=4/2-j-3  ; mais 
la  quatrième  donne  r=/— o=2i7=4/2-{-i. 
Ainfi  les  trois  premières  décompofitions 
devront  être  exclues , & il  ne  nous  reliera 
que  la  quatrième  j nous  pouvons  en  con- 
clure en  général , que  le  plus  grand  faêleur 
doit  être  impair , Üsî.  que  le  plus  petit  doit 
être  pair  J mais  au  relie  la  valeur  r=2i7 
ne  peut  même  avoir  lieu  ici , parce  que 
ce  nombre  eft  divifible  par  7 , ce  qui  n’eft 
pas  la  fomme  de  deux  quarrés. 

XII. )  Soit  w=2,  on  auraj^=7200 
= 3 2.225  ; pourquoi  l’on  fera 

& ^—32- , en  forte  que  r=f~—g=i^'^  j 
& ce  nombre  étant  la  fomme  de  deux 
quarrés,  il  vaudra  la  peine  de  l'effayer. 


— 

les  dei 
qu’on 
& qu’ 
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r=.ab  & f=:cd y 8c  pour  la  fécondé  tz=.ac 
& uz=zbdy  on  aura  pour  celle-là  p=aabb 
— ccdd y 8c  pour  celle-ci p^=^acc — ^bbdd, 
ou  p='^bbdd — aacc  y & ces  deux  valeurs 
doivent  être  égales  j ainfi  l’on  a ou  aabb 
- — ccd(h=aacc — -^bbddy  ou  bienaiz^^ — ccdd 
z=z^bbdd  — aacc  y & on  obfervera  que  les 
nombres  a,  b. y c d font  généralement 
plus  petits  que  p^  q.  U faudra  maintenant 
confidérer  chaque  cas  féparément  : le  pre- 
mier donne  aabb-\-^  bbdd = ccdd -|-  aacc  , 
ou  i^(aa-J-3c/c/)r=-cc(aa-j-^/t/) , d'où  ré- 
Àilte^=^^^^,  fraftion  qui  doit  être  un 
quarré.  Or  le  numérateur  8c  le  dénomina- 
teur ne  peuvent  avoir  ici  d’autre  commun 
divifeur  que  i , parce  qu’ils  ont  pour  dif- 
férence idd.  Si  donc  2 étoit  un  commun 
divifeur,  il  faudroit  que  tant 
fut  un  quarré  j mais  les  nombres  a&cd  font 
dans  ce  cas  impairs  l’un  8c  l’autre,  ainlt 
leurs  quarrés  font  de  la  forme  8/z-|-i  , 8c 
la  formule  eft  comprifé  dans  l’expref- 
lîon  4«-|-2  , 8c  ne  peut  être  un  quarré  j 
donc  2 ne  peut  être  un  divifeur  commun } 
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le  numérateur  aa-\-dd  & le  dénominateur 
aa-\-'^dd  font  premiers  entr’eux,  & il  faut*' 
que  chacun  foit  de  foi-même  un  quarré. 
Or  ces  formules  font  femblables  aux  pre- 
mières , & h celles-ci  étoient  des  quarrés, 
il  faudroit  que  des  formules  femblables, 
mais  compofées  des  plus  petits  nombres,’ 
fuffent  auffi  des  quarrés  j ainfi  on  peut  con- 
clure réciproquement  de  ce  qu’on  n’a  pas 
trouvé  des  quarrés  dans  les  petits  nombres, 
qu’il  n’y  en  a point  dans  les  grands. 

Cette  conclufion  cependant  n’eft  admit 
hble  qu’autant  que  le  fécond  cas  aahb^ — ccdd 
==:yl)ùdd — aacc,  nous  en  fournira  une  pa- 
reille. Or  cette  équation  donne  aa6h-\-aacc 
z='^6èdd-\-ccdd , ou 

-fcc),  & par conféquent;-^==^^^=^f^^'; 
ainh  cette  fraftion  devant  être  un  quarré, 
la  conclufîon  précédente  fe  trouve  pleine-, 

•if 

ment  confirmée  j car  fi  dans  de  grands  nom- 
bres il  y avoit  des  cas  où  pp+qq  & 
fuffent  des  quarrés , il  faudroit  que  de  tels 
cas  exiftaffent  auffi  pour  des  nombres  plus 
. petits , & c’eft  ce  qui  n’a  pas  lieu. 
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231. 

Dou:^ieme  queflion.  Déterminer  trois 
nombres , x , y , tels  qu’en  les  mul- 
tipliant enfemble  deux  à deux , & ajoutant 
1 au  produit , on  obtienne  chaque  fois  un 
quarréj  c’eft-à-dire  qu’il  s’agit  de  trans- 
former en  quarrés  les  trois  formules  Sui- 
vantes : 

„ Qu’on  fuppofe  des  deux  dernieres  l’une 
^{-\-^=PPi  & l’autre  yi-\-\  = qq , & on 
aura  & y:=^^J^ , La  première  for- 

mule fe  trouve  transformée  par-là  en  celle- 
ci  , ^ qui  doit  par  conféquent 

être  un  quarré  , & qui  ne  le  fera  pas  moins 
lî  on  la  multiplie  par  {p  ,•  de  forte  que  la 
formule  {pp~i){qq-i)-^:^:^^  doit  être 
un  quarré , ce  qu’il  eft  facile  d’obtenir.  En 
effet,  que  la  racine  en  Soit  on 

aura  {pp  — \)(^qq  — i)=zxr^-\-rr,  & £ 
J où  l’on  peut  fubftituer  à p^ 
q 8>l  r des  nombres  quelconques. 

Soit,  par  exemple,  rz=.—pq — on 
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aura  rr=ppqq+ipq-^ri , & {= 

■ donc  r — 

" 2/>î+»  * W’+W^"îï 

— — •/  _ . Txi — ^ ^ ^ — ' — nrr^î — • 


ip+^y 


Mais  ü Ton  demande  des  nombres  en- 
tiers , il  faudra  faire  la  première  formulé 
xy^i=pp , & fuppofer  :^=ix-\-y-\-qi 
alors  la  fécondé  formule  devient  xx-j-xy  ^ 
•^xq~\~i=:xx-\-qx-\-pp,  & la  troifieme 
fera  xy-\-yy-{-qy~{-i=yy-\-qy-\-ppy  & 
elles  deviennent  évidemment  dés  quartés, 
fi  l’on  fait  q=.+  ip,  vu  que  dans  ce  Cas 
la  fécondé  eft  :z=xx  + ipx-\-pp , dont  la  ( 
racine  eft  at+/7,  & la  troifieme  eft  =-yy 
+ ipy-\-pp^  dont  la  racine  eftjy+Z^*  Nous 
avons  par  conféquent  cette  folution  très- 
élégante  : xy-\-i=.pp.  ou  xy=pp—^‘if  , 
qui  a lieu  facilement  pour  une  valeur  quel- 
conque de  /J  ; & de  plus  le  troifieme  jio(b- 
bre  fe  trouve  moyennant  cela  de  deux  . 
maniérés , puifqu’on  a ou  :^=ix-\-y-\^zp^ 
ou  :^==x~\~y — ip.  Eclairciffons  ces  réfuitats 
par  quelques,  exemples.  . 

I.)  Soit 


I 


* 
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I. )  Soit  /»=3  , on  aura  pp — 1=8  j & 
fi  l’on  fait  x — z & y=-4-,  on  aura  ou 
= 12,  ou  {=Oi  ainfi  les  trois  nombres 
cherchés  font  2 , 4 & 12. 

II. )  Soit  p—4,  on  a pp — i=i  5 ; main- 
tenant fi  5 , on  trouve  1=16 

ou  {— o 5 donc  les  trois  nombres  cherchés 
font  3 , 5 & 16. 

III. )  Soit  , on  aura  pp — 1=24; 

& fi  de  plus  on  fait  x=^  & j'  = 8,  on 
trouve  {=21 , ou  bien  aufli  =1  ; d’où  ré- 
fultent  les  nombres  fuivans  : i , 3 & 8 , ou 
3 , 8 & 2 1 . • • 

132. 

Treizième  qucJHon,  On  cherche  trois 
nombres  entiers , x , y , & ^ , tels  que  fi 
on  ajoute  à chaque  produit  de  ces  nombres 
multipliés  deux  à deux , un  nombre  donné 
<2 , on  obtienne  chaque  fois  un  quarré. 

Puifque  les  trois  formules  fuivantes  doi- 
vent être  des  quarrés,  I.)  ,xy-\-a  ^ Ib)^t 
-[-a , III.)^{-[-a , qu’on  fuppofe  la  première 
xy^a=ipp^  & qu’on  faffe  i-x~\-y-\-q. 
Tome  //.  V 
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on  aura  pour  la  fécondé  formule  xx-\-, 
•^xq-\-a—xx-\-xq-^pp , & pour  la  trb 
fieme  xy-\-yy^yq-^a—yy-{-qy-\-pp, 
elles  deviennent  toutes  deux  des  quarrés 
Çi  — +ipi  ainli  l—x-\-y^ip  ^ c’eft-à-dir 
qu’on  peut  trouver  pour  { deux  valeu 
différentes. 

233. 

s» 

■1#' 

Quator:^ieme  quejlion.  On  demande  quâ^ 
tre  nombres  entiers  ,x,y,:^&i.Vy  tels  qul^ 
fi  on  ajoute  aux  produits  de  ces  nombr^' 
pris  deux  à deux  , un  nombre  donné  a , ^ 
en  réfulte  îes  quarrés.  V’^ 

Il  faut  donc  <{ue  les  fix  formules  fuivant]^  • 
deviennent  des  quarrés  : M . 

IIL)jt+a;  .^  .j 
IV.)j£:v-[-a , V.) j'v-j-a , VI.);^v-|-<i.  .ra 

Qu’on  commence  par  fuppofer  la  pr®  j| 
miere  xy-\-a=pp , & qu’on  prenne 
~\-y-\~‘i-p , la  fécondé  & la  troifieme  fo: 
mule  deviendront  des  quarrés.  Si  de  pli 
on  fuppofe  v=.x-Yy  — y la  quatrien^*^ 
& la  cinquième  formules  deviendront  p. 
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reniement  des  quartés  ; il  ne  refte  donc  que 
la  fixieme  formule  qui  fera  xx-\~ixy-\-yy 
— ^ devra  de  même  devenir 
un  quatre.  Or  comme  pp=:xy-\-a , cette 
derniere  formule  devient  xx — ^^y-\~yy 
— 3^1,  & par  conféquent  il  s’agit  de  tranf- 
forraer  en  quartés  les  deux  formules  fui- 
vantes: 

I*)  xy-^^~PP  > & ÎI-)  j)’— 3^- 

Que  la  racine  de  la  derniere  foit  {x — y) 

■ — y,  on  aura  (x — yY — -^a—(x—yy — iq 

(x — y)-\-qq>  aînfi  — 3^^— — ^9(^-~y) 

+ , ou 

par  conféquent  PP~yy-\-^-^-y-\-a. 

Soit  à préfent  p=:=yAç-r  ^ il  en  réfultera 
^ry^rr—^J^^y-\-a,  on  4q  ry i q rf 
i=z{qq-\--^a)y4-iaq  , on  iqrr—laq:=^{qq4.i^a)y 
— wyy  ^ où  9 & /■  font 

arbitraires  , pourvu  que  x Scy  deviennent 
des  nombres  entiers  ; car  puifque 
les  nombres  ^ 8i  v feront  entiers  pâreille- 
ment.  Le  tout  dépend  principalement  de 
la  nature  du  nombre  & il  eft  vrai  que 

V ij 
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la  condition  par  laquelle  on  exige  des  nom- 
bres entiers , pourroit  caufer  quelques  dif- 
ficultés ; mais  il  faut  remarquer  que  la  fo 
lution  efl  déjà  fort  reftreinte  d’un  autre  côté, 
parce  qu’on  a donné  aux  lettres  & v les 
valeurs  x-^y+ip,  tandis  qu’elles  pour- 
roient  en  avoir  évidemment  un  grand  nom- 
bre d’autres.  Voici  donc  quelques  confî- 
dérations  fur  cette  queftion , qui  peuvent 
avoir  leur  utilité  auffi  dans  d’autres  cas. 

I. )  Lorfque  xy-\-a  doit  être  un  quarré , 
ou  xy=pp—a , il  faut  toujours  que  les  nom- 
bres X y aient  la  forme  rr — aff;  fi  donc 
nous  fuppofons  x=Bb—acc  & y—dd—aee, 
nous  trouvons  xy=.(bd—acey—a{be—cd')% 

Soit  maintenant  be — caf— , nous  au- 
rons xy={bd — acey — a,  & par  confé- 
quent  xy-\-a=(bd — acey. 

II. )  Si  de^  plus  nous  fuppofons 

— agg , & que  nous  donnions  k f 8c  k g 
des  valeurs  telles  que  bg — cf=+i , & que 
auffi  dg — , les  formulés  x^-^-a  & 
deviendront  pareillement  des  quar- 
tés, Ainfi  tout  fe  réduit  à donner  tant  à 
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c , & c qu’à  f 8c  k g,  des  valeurs  telles 

que  la  propriété  que  nous  avons  Tuppolée 
ait  lieu. 

III.)  Repréfentons  ces  trois  couples  de 
lettres  par  les  fraéHons  ^ , 7 & 7 y elles  de- 
vront être  telles  que  chaque  différence  de 
deux  d’entr’elles  foit  exprimée  par  une  frac- 
tion, dont  le  numérateur  =1.  Carpuifque 
7 — il  faut,  ainfî  que  nous  l’avons 
vu,  que  ce  numérateur  foit  =+i.  Une 
de  ces  fraftions  au  refie  efl  arbitraire,  & 
il  efl  facile  d’en  trouver  une  autre , de  façon 
que  la  condition  prefcrite  ait  lieu.  Soit , par 
exemple  , la  première  7==^ , il  faudra  que 
la  fécondé  7 lui  foit  à peu  près  égale  ; qu’on 
fafle  donc7==i,  on  aura  la  différence  {=7. 
On  peut  aufli  déterminer  cette  fécondé 
fraélion  par  le  moyen  cle  la  première , d’une 
maniéré  générale  ; car  puifque  7 — 7 = 9 

il  faut  que  3e — ul=i  , & par  conféquent 
id—^e  — I,  & Ainfi  faifant 

~ = m,  ou  , nous  aurons  d 

=3mr-|-i,  & notre  fécondé  fraélion  fera 

V iij 
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* - — ’ . C’eft  de  la  même  maniéré  qu’on 

< am+l  i 

pourra  déterminer  la  fécondé  fraftion  pour 
telle  première  que  l’on  voudra  , comme  on 
le  voit  par  tes  exemples  fuivans  : 


1 1 

C 2 

5 

? 

I 

1 

!.  1 il 

s 1 4 

il 

8 

^ 1 

li  3m  J- 1 

çm  -+-1  7m  <-2 

i3m.-5 

l7m-+-5  I 

e 2m  -M 

3m  f t|3m+i 

4mH-i 

8m+3 

7m+2  1 

IV. )  Quand  on  a déterminé  de  la  façon 
requife  les  deux  fraélions  7 & 7 , il  eft  fa- 
cile d’en  trouver  auffi  une  troifîeme  analo- 
gue à celles-là.  On  n’a  qu’à  fuppofer 

& (r=ic-\-e,  de  forte  que-^  = ^v  car  le^ 
deux  premières  donnant  be — on 
a ^ — 7 — ; & en  fouftr ayant  de  même  la 

fécondé  de  la  troifieme , on  aura  - — - = 

' s ^ 

:!:» 

' ce+ee  " 

V. )  Après  avoir  déterminé  de  cette  ma- 
niéré les  trois  fraélions-,  il  eft  fa- 

cile  de  réfoudre  notre  queftion  pour*  trois 
nombres  , y'  & , en  faifant  que  les  trois 
formules  xy-\-a  ^ x^dç-a  &. 
deviennent  des  quarrés  ; on  n’a  qu’à  faire 
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x=hb — acc  , y=,dd — aec  & \=ff- — <igg- 
Qu’on  prenne , par  exemple  , dans  la  table 
du  nMlI  = i-  & 1 1:1=2:  on  aura^-  = 22L  • 
d’où  réfulte  — 9a,  JX=49 — ^ 

:(=i44 — 49^;  & au  moyen  de  quoi  on 
a d’abord  xy-\-a—i  21^ — 840a -f-i  44a’ 
= (35 — 12a)*  i enfuite  3600 

— 25  2oa  + 44ia'  = (6o — 21^7^  ; enfin  y:^ 
+0=705  6—47040  +784oo=(64 — iSay. 


234. 

Qu’il  s’agiffe  maintenant  de  déterminer, 
conformément  à notre  queftion  , quatre 
lettres , x , y' , & v , il  faudra  joindre  une 

quatrième  fraélion  aux  trois  précédentes. 
Soient  donc  les  trois  premières  ~t 
= ^ , & qu’on  fuppofe  la  quatrième  firacr 
tion^=^^— de  façon  qu’elle  ait 
avec  la  troifieme  & la  fécondé  le  rapport 
prefcrit  ; fi  l’on  fait  après  eela  x=hh — aacc^ 
y=.dd — aee , — cigg  & v=dih — akk , 

on  aura  rempli  déjà  les  conditions  fuivantes  : 

l.)xy-^a=n  y II.)  •*■{+« ^ IIl-)y{ 

Viv 
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+ ^z=n  , IV.)jv-|-ac=:0  , V.){V-|-Æ 
= G y & il  ne  refte  donc  qu’à  faire  en 
forte  qu’auffi  xv-^a  devienije  un  quarré, 
ce  qui  ne  réfulte  pas  des  fuppofitions  pré- 
cédentes, parce  que  la  première  fraéfion 
n’a  pas  avec  la  quatrième  le  rapport  pref- 
crit.  Cela  nous  oblige  à conferver  dans  les 
trois  premières  fraftions  le  nombre  indé- 
terminé m y c’eft  par  ce  moyen  , & en  dé- 
terminant m , que  nous  parviendrons  à tranf 
former  aufli  en  quarré  la  formule  xv-\-a. 

VI.)  Qu’on  tire  donc  de  notre  petite 
table  le  premier  cas,  & qu’on  faflè-^i 


on  aura 


g ani-i-j  k 4CT+4  J 

4a  & r=;(6/7Z-j-5  )* 


, d ^ 

e “am+i  * 

d’où  réfulte  x 

X » 

— a(4^-|-4)’}  ainfi  xv-^a—^(6m-\-^y 

— 4û(6/72+'5  )'-  — 9a(4OT+4)*+4aa(4;724-4)* , 

ou  xv-\-a==^(6m-\-^y — û(i88/n'‘-|-538/7z 
-|-243)-4-4.iiî(4?^-4-4)%  de  quoi  on  peut 
facilement  faire  un  quarré , vu  que  mm  fe 
trouve  multiplié  par  un  quarré;  mais  c’eft 
à quoi  nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

VII.)  On  peut  auffi  indiquer  d’une  ma- 
niéré plus  générale  les  fraéfions  dont  nous 
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avons  fait  voir  qu’on  avoit  befoin  ; car  foit 

b I d n 1 — I f ni + 1-1  Or  ( 

~ = -t  - = , on  aura  - = & r 

« I ' e n ' g n+i  ' a 

qu’on  fuppofe  dans  cette  der- 
nière fraftion  , elle  deviendra 

; par  conféquent  la  première  donne 


Jm—2 


x=ll—a,  & laderniere  fournit  v—(lm—2)' 
— amm.  La  queftion  eft  donc  feulement  que 
xv-\-a  devienne  un  quatre.  Or  à caufe  de 
vz=(ll^a).mm — 4l/ra-|-4,  on  a xv-^a 
=(1I — aymm — 4(11 — a)l;;z-|-4ll — 3a;  & 
puis  donc  que  ceci  doit  être  un  quatre, 
qu’on  en  fuppofe  la  racine  =.(11 — a)m — p ,• 
le  quarré  de  cette  quantité  étant  (II — a)' 
mm — 2(11  —a)mp-^pp ^ on  aura — 4(11 — a) 
I/;z-}-4lI — "^a— — 2(11 — a)mp-\-pp  ; donc 
Soit/>=2l+^,  on  trou- 
vera où  l’on  peut  adopter 

pour  I & ^ tels  nombres  que  l’on  voudra. 

Si , par  exemple  , a = i , qu’on  faffe  I 
= 2 , on  aura  j & en  faifant  q 

=i , on  trc^vera  /n=Y , de  plus  m~2n 
-j-i  ; mais  ne  nous  arrêtons,  pas  à cette 
queftion  plus  long*temps , & paffons  à une 
autre. 


9 
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Quinzième  quejlion.  On  cherche  trois, 
nombres  x , y ik  { , tels  que  les  fommes 
& les  différences  de  ces  nombres  pris  deux 
à deux , foient  des  quarrés. 

La  queffion  exigeant  qu’on  transforme 
en  quarrés  les  fix  formules  fuivantes  : I.)jf 

lY.)x—yy 

V.)  X — , VI.)jy — { , on  commencera  par 
les  trois  dernieres , & on  fuppofera  x — y 
^=.pp  ^ X — {=^9'  & J'  — { = '■'■>  les  deux 
dernieres  fourniront  k.  y =^rr 

-}-{>•  de  forte  qu’on  aura  qq—ppA^rr  ^ à 
caufe  de  x — y—qq — PP~\~^^'> 

. ou  la  fomme  de  deux  quarrés , doit  équi- 
valoir à un  quarré  qq  ; or  c’eft  ce  qui  arrive , 
quand  p~xah  & n^^aa — bb  , puifqu’alors 
qzzzaa-\-bb.  Mais  confervons  encore  les 
lettres  p , q k r , k confidérons  auffi  les 
- trois  premières  formules , nous  aurons  i x 

3®.  J 2^.  Soit  la  première  qq 
-\-rryxq—tt  ^ moyennant  qu^  — qq 

— rr  i il  ^udra  encore  que  tt — rr=Q 
& U — qq=^n  , c’ell-à-dire  n — {aa — bby 
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= □ & n — {aa-\-hby=.Zj  i OU  bien  nous 
aurons  à traiter  les  deux  formules  n — a* 
-w—b*-^iaabi>  & tt  — a* — b* — xaahh  ; or 
comme  tant  cc-\-dd-\-icd  que  cc-\-dd — icd 
font  des  quarrés , il  eft  aifé  de  voir  que  nous 
atteindrons  notre  but , en  comparant  tt — a* 

— b*  avec  cc~\-dd  & laàbb  avec  xcd.  Siip- 
pofons  dans  ce  deffein  cd—aabbz=.fjdghkkk , 

& prenons  c=^ffgg  & d=.hhkk  ; aa—jjhk 
& bb=ÿgkk , onM—fh  & b—gk  ; la  pre- 
mière-équation  ti — a* — b^=.cc-\-dd^  pren- 
dra la  forme  tt — f*h^ — g^h—f*g*d^k'k*i 
donc  tt=f*g*-^f*  h*-^h*  h-\-g^h  J ou  tt 
■=z{f*-\-h){g*^h*)-^  il  faudra  par  con- 
féquent  que  ce  produit  foit  un  quarré  ; mais 
comme  la  réfolution  en  feroit  difficile , re- 
prenons les  chofes  d’une  autre  maniéré. 

Si  nous  déterminons  par  les  trois  pre- 
mières équations  x — y=ipp  , x — ^ 
y — rr,  les  lettres^  & {y  nous  trouvons 
y=x — PP  & = — qq , d’où  s’enfuit  qq 

Or.  nos  premières  formules  de- 
viennent maintenant  x-ry—xx — pp^  x-}-^ 
:=.xx — qq,  &jy+{=2.x — pp — qq»  Faifons 
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cette  derniere  zx — pp — qq—tt , de  forte 
que  zx—u-\-pp-\-qq , il  ne  nous  reliera  à 
transformer  en^  quarrés  que  les  formules 
tt-\-qq  & it-\-pp.  Mais  puifqu’il  faut  que 
qq=zpp^rr , foit  qz=aa-\-bb  ^ & p~aa 
— bb  y nous  aurons  r=.iab  ^ ^ par  con- 
féquent  nos  formules  feront: 

j— j— zdobb—  n 
II.)zr-j-(ca — bby=.n-\-a*-^b^ — zaabb—  □ . 

Nous  n’avons  à préfent,  pouii^rriver  à 
notre  but , qu’à  comparer  de  nouveau  tt 
avec  cc-^dd  &:  laabb  avec  icd. 

Soit  donc,  comme  ci-delTus,  c=ff^g  ^ 
d—hhkk , & a^pi , b=gk  , nous  aurons 
cd=xiabb  y & il  faudra  encore  que 
h-^-^k^^.cc^dd—f^^-^k'h;  d’oii  ré  fuite 
tt  — f*  h*  -\-h*h  — g*  h = {f* — k‘*) 

— h*).  Ainll  tout  fe  réduit  à trouver 
* deux  différences  de  deux  bi- quarrés,  fa- 
voiT  P — h & g^ — A-*,  qui,  multipliées 
l’une  par  l’autre  , produifent  un  quarré. 

Confîdérons  pour  cet  effet  la  formule 
nf—n* , voyons  quels  nombres  elle  fournit, 
fi  1 on  lubllitue-  à /tz  & à /z  des  nombres 
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donnés,  & faifons  attention  aux  quarrés  qui 
fè  trouveront  parmi  ces  nombres  ; la  pro- 
priété de  m* — n*z=^{mm-^nn)i^mm — nii)  , 
nous  fervira  à conftruire  pour  notre  defTein 
la  table  qui  fuit: 

TA  BLE  des  Nombres  compris  dans  la 
Formule  m^  — n**. 


mm 

1 

nn 

mm — nn  m/ra-j-  n/z  j 

m*  — n* 

■i‘^4 

1 

3 

5 

3:5 

• 9 

1 

8 

10 

16.5 

9 

4 

5 

13 

' 5-^3 

16 

I 

M 

, 17 

3-5-‘7 

16 

9 

7 

25.7 

1 

24 

26 

16.3 .1 3 

9 

16 

34 

16.2.17 

49 

I 

48 

50 

25 . 16.2.3 

49 

16 

33 

65 

3. 5. II. 13 

64! 

i 

<^3 

65 

9.5.7.13 

" 81! 

49 

3^ 

1 30 

•64.5.13 

121 

4 

117 

• 125 

25.9.5.13 

121 

9 

1 1 2 

130 

16.2.5.7.1 3 

121 

49 

7^ 

170 

144.5  *17 

144 

M 

119 

169 

1 69.7. 17 

169 

J 

168 

170 

16.3.5.7.17 

169.8  1 

88 

2 iÇO 

2 1 6 5.11 

225 

164 

161 

2891 

* 289.7.23 
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Nous  pouvons  déjà  déduire  de-là  quel- 
ques folutions.  En  effet , foit  ff=^  & kk 
= 4,  nous  avons /“ — • foit  "de 
plus  ^^—81  & hh=.Af<^^  nous  aurons  g* 

■ — ^“^^64.5.13  ; donc  alors  rt=(34.2  5.i6c>, 
& t=<jio.  Or  puifque  «=270400,/' 
, =3,  /?=9>  k~z,  k—’j,  nous  aurons 

ûz=2i,  ^ = 18;  ainfi  p = iiy  , q=:j6^  , 

. ' & /■— 755  j de  tout. cela  réfulte  ix=tt 

> & par  conféquent 
jc=:=:434657  ; enfuitejy^^A:— ^^=420968 , 
& enfin  :^—x — — 150568;  & ce 
dernier  nombre  peut  aufli  fe  prendre  po- 
fitif;  la  différence  alors  devient  la  fomme, 
& réciproquement  la  fomme  devient  la 
différence.  Puis  donc  que  les  trois  nombres 

cherchés  font  : 

♦ ^=434657 

^=420968 
I 50568 

nous  avons  j;-|-;7=85  562  5=(92  5,)’ 
x-j-{=585225=(765r 
.y+f  — 57»5  3^— (756)' 

& de  plu^x — y=:  i3689=(ii7)* 
;j’=284o89=(5  3 3)’- 
y— {=27O40o=(5  20/. 
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m La  table  que  nous  avons  donnée  , feroit 
• trouver  encore  d’autres  nombres , en  fup- 
pofant  ff—  9 , = 4 , & gg=  121,  Ah 

::=4;  car  alors  rr=i3.5.5.i3.9.25  = 9.25 
.25.169  3.5.5.13  = 975.  Or  com- 

me /=3 , g=i  I , k = i & h=ij  on  a 
az=zfh—6  & A=.gk—ii’,  pat  conüt- 
quent  p=::aa — 6A=.  — 448,  q^=.aa-^hb 
= 520,  & r=  zabz=:  i6 4 -,  de-là  provient 
2 X = r r -|- yP/j ^ ^ = 9 5 06  2 5 -]-*2  007  04 
-^270400=1421729,  & x='‘*^^-’ ; 
donc  y—x — , & ^=x  — qq 
=^^Y^‘  ^3ut  obferver  que  fi  ces 

nombres  ont  la  propriété  qu’on  exige,  ils 
la  conferveront  par  quelque  quarré  qu’on 
les  multiplie.  Si  donc  on  les  prend  quatre 
fois  plus  grands , il  faut  que  les  nombres 
fuivans  fatisfaflent  également  : x=  2 843458, 
^==2040642  & ;^=i76i858  ; & comme 
ces  nombres  font  plus  grands  que  les  pré- 
‘cédens,  on  peut  regarder  ceux-ci  comme 
les  plus  petits  que  la  queftion  admette. 
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236. 

Seizième  quejlion.  On  demande  trois 
quarrés , tels  que  la  différence  de  chaque 
'couple  de  ces  quarrés  foit  un  quarré. 

La  folurion  précédente  peut  fervir  à ré- 
fqudre  auffi  cette  nouvelle  queffion.  En 
effet , fl  X,  y I font  des  nombres  tels 
que  les  formules  fui  vantes  deviennent  des 
quarrés  t I.)  x-}-y , II.)  x— 7 , III.)  x-^^ , 

• IV.)  V.)jK+{,  VI.)jK— {,•  il  eft 

clair  que  pareillement  le  produit  xx — yy 
de  la  première  & de  la  fécondé  , le  produit 
XX — de  la  troifierae  & de  la  quatrième, 
& le  produit  yy — de  la  cinquième  & 
de  la  fixieme  feront  des  quarrés , & par 
conféquent  xx,yy  & feront  trois  quarrés 
tels  qu’on  les  demande.  Mais  ces  nombres 
feroient  fort  grands , & il  y en  à fans  doute 
de  moindres  qui  fatisfont  , vu  qu’il  n’efl: 
pas  néceffaire,  pour  que  xx — yy  devienne^ 
un  quarré , que  x^y  & x — y (oient  des 
quarrés;  car,  par  exemple,  25 — 9 eft  un 
quarré,  quoique  ni,5-|-3  ni  5 — 3 ne  foient 

pas 
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pas  des  quarrés.  Aind  réfolvons  la  queftion 
indépendamment  de  cette  confidération , 
& remarquons  d’abord  qu’on  peut  prendre 
I pour  l’un  des  quarrés  cherchés  : la  raifon 
en  eft  que  h les  formules  xx — yy , xx — • 
, & y y — { font  des  quarrés , elles  ne  le 
feront  pas  moins , fi  on  les  divife  par  ; 
par  conféquent  on  peut  fuppofer  qu’il  s’agit 
de  transformer^— i , i, 

& la  queftion  ne  roule  à préfent  que  fur 
les  deux  fraétions  ^ & f-* 

Or  fi  nous  fuppofons-=^^'  = 
les  deux  dernieres  conditions  fe  trouveront 
remplies , puifque  de  cette  façon  ^ — i 

= ^ ’i  ■ P"  « 

ipp~'Y  " (7-;— 0 

moyen -là  il  ne  nous  refte  à traiter  que 

la  première  formule^— a = 

(p±,tl  _1_  iîll  V f • 

(^qq J'y  îî-w ^ n-^J^ 

or  le  premier  fadeur  eft  ici 
le  fécond  eft  & le  produit 

Tome  II.  X 
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de  ces  deux  fafteurs  eft  = ^ 

(^pp-iy  {qq-l) 

On  voit  que  dans  ce  produit  le  dénomi- 
nareur  eft  déjà  un  quarré , & que  le  nu- 
• mérateur  renferme  le  quarré  4 ; donc  il 
ne  s’agît  que  de  transformer  en  quarré  la 
formule  {ppqq — O — PP)  ^ ou  bien 

celle-ci , {ppcfq—\ ) — r) , & on  y par- 
vient en  faifant  ^ , puif- 

que  dans  ce  cas  chaque  fafteur  devient 
féparément  un  quarré.  Pour  s’en  convain- 
cre , on  remarquera  que  qq=z^£^  x , 
que  par  conféquent  le  produit  de  ces  deux 
fraélions  doit  être  un  quarré  , qu’il  doit 
l’être  auffi  étant  multiplié  par  ^ffgg.hhkk , 
moyennant  quoi  il  devient  =fg(,ff-\-gg) 
hk{hh-\-kk)  i enfuite,  que  cette  formule 
devient  tout-à-fait  femblable  à celle  qu’on 
a trouvée  précédemment,  fi  l’on  fait  f=a 
~\-b,  g=<i  — bf  h=.c-\-d  & k—c — d ; 
puifqu’alors  on  a i(a* — b*).2(c* — 

(a* — b*)(c* — d*) , ce  qui  a lieu,  comme 
nous  avons  vu , quand  aa=^ , bb=4 , cc 
= 81  & dd—4^^  ou  a=l , h— 2 , c=9 
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& ‘d—y.  Ainfi./=ç  , g—\  , h=:z\6  &c 
h = 2,d'ou  réfulte 

’ fl  5 f 64  16  5 

le  produit  de  ces  deux  équations  donne  qq 

7"»  ^ s’enfuit 
que  p—q,  moyennant  cela  nous  avons  - 

PP  -M  41  O,  y ŸÎ  + » i9ç 

=;7^=-7.&f=-J^=nO  P“'s 

donc  que  x=  — ^ Si y=z^^  faifons,  à 
l’elFet  d’obtenir  des  nombres  entiers  , { 
= 153  , & nous  aurons  x—  — ^97  & y 
=i  85.  Donc  enfin  les  trois  nombres  quar- 
rés  cherchés  font 

xa;=4858o9,  & en  effet  a;A;-yy=45 15 84^(672) ‘ 
yy=  34215*  yj-ïî=  io8i6=(i04)= 

23409,  x*-3;^=462400=(68o)*. 

Il  eft  évident  de  plus  que  ces  quarrés 
font  beaucoup  plus  petits  que  ceux  que  nous 
cuflions  trouvés , en  quarrant  les  trois  nom- 
bres AT , jy  & { de  la  folution  précédente. 

237- 

On  nous  objeéfera  fans  doute  ici  que 
cette  folution  n’a  été  trouvée  que  par  un 
fimple  tâtonnement,  puifque  nous  avons 
fait  ufage  de  la  table  de  l’art.  235,’  Mais 
nous  répondrons  que  nous  ne  nous  femmes 

X ij 
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fervi  de  ce  moyen , qu  afin  de  parvenir  aux 
plus  petits  nombres  poflibles  ; car  fi  on 
vouloit  ne  pas  avoir  égard  à la  brièveté  , 
il  feroit  facile  , moyennant  les  réglés  don- 
nées ci-defius,  de  trouver  une  infinité  de 
folutions*  En  effet,  ayant  trouvé 

?i±L  nous  avons  réduit  la  queftion 

î îî-i  ’ • ^ ^ 

à celle  de  transformer  en  quarré  le  produit 
(^ppqq  — 1)(^ — ^ donc  nous  faifons 
ou  q—mg^  notre  formule  devien- 
dra (^mmp* — i)(m/72 — i)  , ce  qui  eft  évi- 
demment un  quarré , quand  p=i  5 mais 
de  plus  nous  allons  voir  que  cette  valeur 
nous  en  fera  connoître  d’autres , fi  nous 
écrivons  nous  avons,  en  con- 

féquence  de  cette  fuppofition  , à transfor- 
mer la  formule  {mm—i).{mm  — i + 4mwf 
-^6mmff-\-  4mmp-^mmp')  -,  elle  ne  fera 
pas  moins  un  quarré , fi  on  la  divife  par 
— i)*j  cette  divifion  nous  donne  i 

I W I 6..ff  I 4'”'”/’  I gjj; 

“F  mM-l  I mm  -I  I j » 

pour  abréger  nous  faifons  =a  , nous 
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aurons  à réduire  en  quarré  la  formule  i 
^ Que  la  racine 

en  foit  dont  le  quarré  eft  i 

+y/+  Hff+ffff+^fif’+sgf‘>  & 

qu’on  détermine  f Sz  g de  maniéré  que  les 
trois  premiers  termes  s’évanouiffent,  favoir 
en  faifant  = ow  f—ia ^ & 6az=zig 
-f-j^^ou  a — laa  , les  deux 

derniers  termes  fourniront  l’équation  sa 
,J^af=ifg-\-ggf,  d’où  réfulte 

4^z  — \iaa-\-%à^.  4 — \za-\-%aa 

~ 4a'* — — a 4a’ — liaa-\-^a — i ’ 

OU  f—^a-ia+i  » ^ divife  la  fraftion  pré- 
cédente par  a — I.  Cette  valeur  eft  déjà 
fuffifante  pour  nous  donner  une  infinité  de 
folutions , parce  que  le  nombre  m , dans 
la  valeur  de  a,  , peut  fe  prendre 

à volonté:  c’eft  ce  qu’il  eft  à propos  d’éclàir- 
cir  par  quelques  exemples. 


I.)  Soit  OT=2,  on  aura  a=j;  ainfi  f 
= 4-4  = — donc  p = — %>  & î 

X iij 
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• il 

^5 

- 1 1 


il.)  Soit  m = on  aura  y & 7^4 
— j par  conféquent  p==. — & 


5 au  moyen  de  quoi  l’on  peut  dé- 
terminer les  fraftions- 

‘ Il 

H ell  un  cas  particulier  qui  mérite  que 
nous  y faffions  attention  j c’eft  celui  où  a 
cft  un  quarré , & il  a lieu , par  exemple , 
quand  , puifqu’alors  a:=~.  Si  nous 

faifons  encore  ici , pour  abréger , a=.bb , 
en  forte  que  notre  formule  foit  1 -j-  ^bbf 
-^6bbff-\-j^bbp~^bbf*^  nous  pourrons  la 
comparer  avec  le  quarré  de  i -}-  ibbfpbfj\ 
c’eft- à- dire  avec  \-\-4bbf-\-ihff-\~^b*ff 
-P4b\f'’Pbbf*  i & effaçant  de  part  & 
d’autre  les  deux  premiers  termes  & le  der- 
nier, & divifant  les  autres  par  ff^  nous  au- 
rons 6bb-\-  4bbf—lb-\~  J^bpy  d’où 

. 6bb — rb  — P*  \b — I — lé’ 

/ r 

ou  bien  cette  fraftiqn  étant  divifible  en- 
core par  é-li , nous  aurons  enfin 

o_  I— iW  ..  . . î 

&f=ir-  . . 
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Remarquons  que  nous  aurions  aufli  pu 
adopter  l-\^^bf-\^bff  pour  la  racine  de  notre 
formule  ; le  quarré  du  trinôme  étant  i +4// 
^2.bff-\-4bbff-\-4bbp-\-bbf*  J nouS  aurions 
effacé  le  premier  & les  deux  derniers  ter- 
mes ; & divifant  les  autres  par  f,  nous  fe- 
rions parvenus  à l’équation  j^bb-\-6bhf=z^b 
•^-xbf-^-^bbf.  Mais  comme  bb=  — Sz  b 
= cette  équation  nous  auroit  donné  f 
= — 2 & p== — I j par  conféquent /î/j — i 
= 0,  & nous  n’aurions  pu  tirer  de-là’au- 
cune  conclufion,  puifque  { deviendroit=o. 

.Pour  revenir  donc  à la  fblution  précé- 
dente, qui  a donné  comme  b 

elle  nous  indique  que  fi  m — ^-^  on  a 
/>=^  & q=mp=^-^ , par  conféquent^ 

^9  «T  ^ 11? 

111  î I4Î* 

238. 

Dix~feptieme  quejiion.  On  cherchq  trois 
nombres  quarrés,  tels  que  la  fomme  de 
chaque  couple  foit  un  quàrré. 

Puifque  ce  font  les  trois  formules  xx-\-yy, 
xx-\-:[l  ^ i qu’il  s’agit  de  tranf- 

- X iv 
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former,  divifons-les  par  afin  d’avoir 
ces  trois  autres: 

l.)H+^^  = a,iiOîf+>=n> 


On  fatisfait  aux  deux  dernieres , en  fai- 
fant-::^:^^  & - = & la  première 

formule  fe  change  par- là  en  celle-ci, 

— 12.  qui  doit  auffi  être 

4PP  ^ 4qq 

un  quarré,  fi  on  la  multiplie  par  APP‘1<]  1 
c’eft-à-dire  qu’il  faut  que  qq{pp — ^y~\~PP 
{qq — i)’=D;  or  c’eft  cc  qui  ne  peut 
guère  s’obtenir , à moins  'qu’on  ne  con- 
noiffe  d’ailleurs  un  cas  où  cette  formule 

4 

devient  un  quarré  j & comme  il  efl:  diffi- 
cile aufii  de  trouver  un  femblable  cas , il 
faudra  avoir  recours  à d’autres  artifices , 
dont  nous  allôns  rapporter  quelques-uns. 

I.)  Comme  la  formule  en  queftion  peut 
s’exprimer  ainfi  , qq{p^\-iT  {p — ^T-\-pp 
iq-\-iy{q — 0’=O  9 qu’on  faffe  en  forte 
qu’elle  foit  divifible  par  le  quarré  (/j-j-i)’; 
on  l’obtient  en  faifant  q — i =/>-{- 1 , ou 
q=zp-\-x  J car  alors  , & la 
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formule  devient  {p-\-^y{p-\-^y{p — 0* 
+/V’C/>+3)X/’"t“iy  = û j ^orte  qu’en 
divifant  par  , on  a {p-^zy{p — i)* 

'-\~Pp{p-\-‘!,y i ce  qui  doit  être  un  quarré, 
& à quoi  on  peut  donner  la  forme  zp*-\-%p^ 
-j-d/yj — 4/?-|-4.  Or  le  dernier  terme  étant 
ici  un  quarré , fuppofons  c(be  la  racine  de 
la  formule  foit  ^-^fp-^gpp  ou  gpp-vfp-Vi-  y 
dont  le  quarré  eft  ggP*'~\~'^fgp'-\~AgpP 

& nous  chaflerons  les 
trois  derniers  termes , en  faifant  — 4=4/ 
ou  /—  — I , & g—Ag-\-^  ou  g=-  i les 
premiers  termes  étant  divifés  par  />’ , don- 
neront enfuite  ^p-\;^=^gp+^fg—";^  P 
— nous  trd#vons  par -là  p=.  — 24  & 
^ = —22 


donc  enfin  - = 

\ ip  48  * 


ou  X — - 

- 

44  V 


575 


;sî:» 


^y_ — ??-» . 


44  ' 


o\iy 


Faifons  maintenant  16.3.11  , nous 
aurons  483.12,  & 

par  conféquent  les  racines  des  trois  quarrés 
que  nous  cherchons , feront  : 
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;c=632 ^=11.23.25  ;^=5796— 12.21.23; 

;j'r:r=  528  = 3.11.16; 
car  il  en  réfulte: 

^^+XK=^3Xi75'+^5^0=i3’-373*‘ 

xx-\-ii  = i\\^7Ÿ+  480=ii’.  577'- 

440=1  i'- 485*- 

II. )  On  pent  obtenir  encore  d’une  in- 
finité de  maniérés , que  notre  formule  foit 
divifible  par  un  quarré  ; qu’on  fuppofe , 

par  exemple  , (^-|"0*= 4 C/’~hO%  ou  ^ 

-j-i=2 (/?-|-i)  , c’eft-à-dire  ^=2/j-}-j 
& q — i=ip  , la  formule  deviendra 

(i/^+OX/’+iy  i)'+)P/’*4-(/P+0’ 

(4p^)=n,  ce  qu’on  peut  divifer  par 
(/?-[“  0%  moy^lbant  qu<^l’on  a (2/?-|-i)* 
(/? — \y-\-\6p*=U  , ou  lop* — 4p\ — T, PP 
-|-2/7-j-i^n  , mais  de  quoi  on  ne  peut 
tirer  aucun  parti. 

III. )  Faifons  donc  plutôt  (7 — 1)*  = 4 

(/j-}-i)%  ou  q — i = 2(/?-|-i),  nous  au- 
rons ÿ=2/>-|-3  & ^-|-i  = 2/)-j-4  , ou 
q-\-\=zi{p-^i)  y & nous  obtiendrons, 
après  avoir  divifé  notre  formule  par  (/J+i)% 
cette  autre  formule  ; — iy-\-i6pp 
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(/7-|-2)*  OU  9 — 6/J-f-53i^/’+<^8/7’-|-2o/,• 
que  la  racine  en  foit  3 — p-\~gpp  > clont  le 
quarré  eft  9 — ^p^^gpp~\-pp — ^gp^+ggp*  i 
les  deux  premiers  termes  s’évanouilT’enr , 
& nous  chaffons  le  troifieme  en  faifant  5 3 
, ou  ainfi  les  autres  ter- 

mes fe  divifent  par  p & donnent  iop-\-6% 
^g§P—^S>  ou  T— ^^onc 
& q=f^,  au  moyen  de  quoi  nous  obie- 
nons  une  nouvelle  folution.' 

IV.)  Si  l’on  veut  faire  q — i~^(^p — i), 
on  a ^ = = 

(2/7-|-i)  , & la  formule  après  avoir  été  di- 
vifée  par  {p — 1)%  devient 

5 multipliant  par  81  , on 
a <){^p~iy(^p-\-\y-\-6/^PP{ip-]-iy 
=400/4-47  2/?5-1-73/?/3— 54/^- jr  9 , où  le 
premier  & le  dernier  terme  font  l’un 
l’autre  des  quarrés.  Qu’on  fuppofe  donc 
la  racine  = lopp — yp-\-‘^  , dont  le  quarré 
eft  400/ — T,6op'-\-iiopp-\-^\pp — 54/> 
+9  , on  aura  47 ^p-\-'/  — 3éo^’4"^o^  i 

donc  & f- 


■39 
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On  auroit  auflî  pu  prendre  pour  racine 
iopp-\-<)p — 3 , ce  qui  eft  celle  de  400/j^ 
-j-360/7’ — 1 io/jjP-j-8 1/7/7 — 54^-|-9j  mais 
en  comparant  ce  quarré  avec  notre  for- 
mule, on  auroit  trouvé  472/?-|-73=36o/> 
— 39,  & par  conféquent p=. — i , valeur 
qui  ne  peut  nous  fervir. 

V.)  On  peut  faire  auffi  que  notre  for- 
mule foit  même  divifible  par  les  deux 
quarrés  (/7-j-i)’  & (/> — i)’  en  même  tems. 
Qu"on  faffe  pour  cet  effet  de  forte 


quey+.=e^  = <E^>,  & y-, 

fera  par  {p-\-;^y{p — 0%  ^ réduira 

à t'— -\-pp~ — V--.  -TT— ^ i wonmul- 

tiplie  par  il  faudra,  comme  au- 

paravant, que  la  formule  puiffe  devenir 
un  quarré  , & on  aura 
+pp{t-\-iy{t—i)\  ou  «/+2r(«-(-iy 

-\-ittpp+(,u-\-\y  pp-\-{tt--iy  pp-{-zt 

, où  le  premier  & le  dernier 
termes  font  dqp  quarrés.  Qu’on  prenne 
donc  pour  racine  ipP"\-{it-\-i)p — ce 
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qui  eft  celle  du  quarré  + 0/7’ 

— Lttpp^{tt-\-iy PP — , on 
aura,  en  comparant , zttp-\-{tt-\-\yp 
+(r/—  1 )>+2r(«+i)r=—  2///?+(/r+i)y 
— z/(«+l),  ou  4«/’+(w— i)V+4<^^+l) 
= 0,  ou  (w+i)7’+4^(^^+0— O J c’eft- 


zif. 

tt+i  * 


à -dire  rr+i=+,*  de-là  réfulte/7= 
par  conféquent  /7/+i=++^,  & /J+^ 

= ^ enfin  aufli  & 

la  lettre  t eft  arbitraire. 

Soit,  par  exemple  , /=2  , on  aura  p 
= -!•&  ainfii=«^=+i2,& 

f =4f =-!?.  î- 

Si  de  plus  :j'=4.4.5.ii , on  a ^^=3.13.11 
& ^=4.5. 9. 13,  & les  racines  des  trois 
qviarrés  cherchés  font  at=  3.11.13=429  ^ 
^=4.5. 9. 13=2340,  & {=4.4. 5.11=880. 
On  voit  quelles  font  encore  plus  petites 
que  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-def- 
fus , & il  en  réfulte 
ATjc+^j=3%i3’(i  2.i+36oo)=3’*ï3“* 
xx^ll=\  (i  5 21+6400)=!  i\  89" , 
yy-^  =io\  (i  3689+ 1 9 3 6)=2o\  125*. 


t 

i 


334  E L é M E N s 

VI.)  Une  degiiere  remarque  que  nous 
ferons  au  fujet  de  cette  queftion , c’eft  que 
chaque  foiution  en  fournit  aifément  une 
nouvelle  ; car  lorfqu’on  a trouvé  trois  va- 
leurs , x—a , 'y=h  & , de  forte  que 

aci-^bbz:^  [y  y fia— |— Ct — Q y & C3  > 

les  trois  valeurs  fui  vantes  fatisferont  pa- 
reillement , favoir  x—ab , y—bc  & :^=ac. 
Il  faut  que 

xx-^yy=.aabb-^bbcc—bb(aa~\-c  c)=  O , 
xx~\-  :^:j'=:afi^i^-^aficc=;afi(^^-|-c  c)=  D , 
yy-j-{{  =aacc  -|-^^cc=c  c(aa~j~bb)—  □ . 

Or , comme  nous  venons  de  trouver 
jr:^fi^3 .1  i.i 3 , ^=^=4.5.9.! 3 & 

= 4.4.5.11  , nous*  avons  d’après  la  n<Hi- 
velle  foiution, 

jf=fi^=;3.4.5.9.ii.i3.i3  , 

' ^'=^^=4.4.4.5.5.9.11.13 , 

;j'zz=fic=3.4.4.5.ii.ii.i3. 

Et  toutes  ces  trois  valeurs  étant  divifibles 
par  3. 4. 5. II. 13  , fe  rédüifent  aux fuivantes , 

^ = 9-13  >.y=3-4-4*5  A'  î = 4-ii,  ou 
=117  , ^'=240  & {=44  , qui  font  encore 
moindres  que  celles  qu’a  données  la  foiution 
précédente,  & il  en  réfulte 
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^x+yy=-7i  289=267' , 

5625=1 25% 
yj-j- ^^=59536=244'. 

239. 

Dix-huitieme  quejlion.  On  cherche  deux 
nombres  x Ik  y , tels  que  l’un  ajouté  au 
quatre  de  l’autre , produife  un  quarré  j c’eft- 
à-dire  que  xx~j^y  & yy-\-x  foient  des 
quarrés. 

Si  on  vouk)it  commencer  par  fuppofer 
xx-\-y=pp , & en  déduire  y~pp — xx , 
on  auroit  pour  l’autre  formule  p* — ippxx 
, & on  auroit  de  la  peine 

à la  réfoudre. 

Qu’on  fuppofe  donc  en  même  tems  l’une 
des  deux  formules  xx-\-y—{p — xy=pp 
— ipx  -|-  jcjf , & l’autre  yy-\-x—{(j — yY 
—qq — ^qy-\-yy  » on  obtiendra  par-là  les 
deux  équations  fuivantes,  \.)y-^ipx=pp, 
& II.)  x-^iqy=iqq , defquelles  on  tire  ai- 
fément  x = & y = où  d & 7 

font  indéterminés.  Qu’on  fuppofe  donc  , 
par  exemple , /»=2  & q=-} , on  aura  les 
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deux  nombres  cherchés  ;«■=  — & 

2}  J aj  » 

moyennant  quoi  A:*+y/=ji' + g-=|l' 

Si  on  faifoit  p^\  & ÿ=3  , on  auroit 
a:  = — Solution  qu’on  pourroit 

ne  pas  admettre , parce  que  l’un  des  nom- 
bres cherchés  fe  trouve  négatif. 

Mais  foit  p—\  & q—\j  nous  aurons 
d’oü  nous  dérivons  jcjc 

+.y=J'o+i7— ê— ^ 

j^\±  — È±. flV 

JOO  1 2«  loo  \lO J • 


240. 

Dix- neuvième  que  [lion.  Trouver  deux 
nombres  dont  la  fomme  foit  un  quarré, 
& dont  les  quarrés  ajoutés  enfemble  pro- 
duifent  un  bi-quarré. 

Nommons  ces  nombres  x y i & puif- 
que  xx-\-yy  doit  devenir  un  bi-quarré, 
commençons  par  en  faire  un  quarté  , en 
fuppofant  xzzzpp — qq  & y~ipq  , au 
moyen  de  c^oi  xx-\-yy={pp-\-qqy-.  Or, 

pour 
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pour  que  ce  quarré  devienne  un  bi-quarré , 
il  faut  que  pp-\-qq  fbit  lih  quarré;  con- 
tinuons donc  en  faifant  p~n — -ff  &:  q 
= xrf,  afin  que & 
préfentement  nous  avons  xx-\-yyz=z(rr 
-\-ffy,  ce  qui  eft  un  bi-quarré.  Or,  fui- 
vant  ces  fuppofîtions , nous  avons  x=r* 

— ^ y—4'’^f — 4''Pi  ï^oUs 

refte  par  cônféquent  à transformer  en  un 
quarré  la  formule  x~\-y=r^-\-4pf — 6rrjjy 

— 4''p-\-p‘ 

Imaginons  que  fa  racine  foit  rr  + !/•/ 
ou  la  formule  égale  au  quarré  A 
4r'f-\-6rrj[-\-  ^rp  ^ nous  pourrons 
effacer  de  part  & d’autre  les  deux  premiers 
•&  le  dernier  terme , & divifer  les  autres 
par  rffy  ainfi  nous  aurons  6r-p ^fz=.—~6r 

— 4/,  ou  iir-|-8/=o;  de  forte  que  f 

— — = — \r.  Nous  pourrions  aufli  fup- 
pofer  la  racine  ~rr — irfpff^  en  égalant 
la  formule  au  quarré  — 4^f^ 

-\-p",  de  cette  maniéré  le  premier  & les 
deux  derniers  termes  fe  détruifant  des  deux 
côtés , nolfs  auriçns , en  divifa::f  par  rrf. 

Tome  11.  Y 
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les  autres  termes,  4/- — 6f=z — 4r-\-6ff 
ou  Sr—iif;  par  conféquent  ainfi 

dans  cette  fécondé  fuppofition  fi  & 

f=if  nous  trouverions  x=. — 119,  ou 
une  valeur  négative. 

Mais  faifons  à préfent  nous 

aurons  pour  notre  formule 

rr=ij(r+3/^+^^- 

Donc 

fi/^+¥/V+¥//-^r+6/r’+r^ 

'+4'-’/= 

-6rrff=-^p-i8fh-  effet 
-yp=-6p  - 

+ P =-\-f*  ; & par  conféquent  la  formule 

Cette  formule  doit  aulîi  être  un  quarré , 
fi  on  la  multiplie  par  1 6 , > moyennant  quoi 
elle  devient  6ofû 

Egalons-la  au  quarré  de  ff-\~i4%fi 
— 4tt,  c’eft-à-dire  kp+2^6fh-\-ii8^6fpt 
— iiS4ft^~^i6t* s nous  voyons  les  deux 
premiers  termes  & le  dernier  fe  détruire 
des  deux  côtés,  & nous  parvenons  par- là 
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à l’équation  21896/— ri84r=4o8/+i6or, 
qui  fournitf  = i't=^^  = ^^.Puisdonc 
que  f—^4  & /=i3  43  , nous  aurons  r 
= ^/+/=I469,  & par  conféquent  xz=.r* 
—6rrff^pz=4^6'^^%6ox7j6i,  ôc  j—4r^f 
— 4^/^=106165  2293  ç 20. 


CHAPITRE  XV. 

Solutions  de  quelques  Quejîions  oà  Voit 
demande  des  Cubes» 

» 

241. 

ous  avons  traité  dans  le  Chapitre  pré- 
cédent quelques  queftions  où  il  s’agiffoit  de 
faire  en  forte  qi}e  certaines  formules  de- 
vinflent  des  quarrés , & elles  nous  ont  donné 
occafion  de  développer  difFérens  artifices 
que  demande  l’application  des  réglés  que 
nous  avions  données  plus  haut.  Il  nous  relie 
à préfent  à confidérer  des  queftions  qui  rou- 
lent fur  la  transformation  de  certaines  for- 
mules en  cubes  \ les  folutions  qui  vont  fuivre 

Y ij 
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répandront  du  jour  fur  les  réglés  que  nous 
avons  aufli  indiquées  plus  haut  pour  les 
transformations  de  cette  efpece. 

242. 

Quejlion  première.  On  demande  que  la 
fomme  de  deux  cubes , & J'S  foit  un 

cube. 

< 

Puifque  x^-\-y'‘  doit  être  un  cube , il  faut 
qu’en  divifant  cette  formule  par  le  cubej'^, 
le  quotient  foit  pareillement  un  cube , ou 

quep 

aurons  — 3:^:^-|“3{=^-  Si  nous  voulions 
maintenant , en  fuivant  les  réglés  données 
plus  haut , fuppofer  ici  la  racine  cubique 
=:( — U , & en  comparant  la  formule  avec 
le  cube  > déterminer 

Il  de  façon  que  le  fécond  terme  aufli  s’éva- 
nouît, nous  aurions  u—i  & les  autres  ter- 
mes, formant  l’équation  3{ 

— I i nous  trouverions  d’où  nous 

ne  pourrions  rien  conclure.  Laiflbns  donc 
plutôt  U indéterminé,  & tirons  { de  l’équa- 


Soit  donc-=^{ — i,  nous 
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tion  quarrée  — 

— u\  ou  -^uii  ou 

3(“— 0{{=3("“— 0{— ou 


lû 


queftion  fe  réduit  par  conféquent  à tranf- 
former  en  quarré  la  firaftion  qui  eft  fous 
ce  ligne  radical.  Multiplions  d’abord  pour 
cet  effet  les  deux  termes  par  3 (k — ^i), 
afin  que  le  dénominateur  devenant  un 
quarré,  favoir  36(4/  — 1)%  nous  n’ayons 
à traiter  que  le  numérateur  — 

— Comme  le  dernier  terme  eft 
un  quarré , nous  fuppoferons  la  formule , 
conformément  à la  réglé  , égale  au  quarré 
de  guu-\-fu-\^'^  , c’eft-à-dire  à ggu^+^fgu^ 
^6guu-\-6fu-\-()  , nous  ferons  difparoître 

les  trois  derniers  termes  , en  faifant  o=.6f 
oafi=o,  Sc6g-{-fJ^—iS , o\ig=—}-, 

Y iij 
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& réquation  qui  refte , favoir  — 3«-f-i2 
^ggu-\- ifu=i^u , donnera  u—i.  Mais 
cette  valeur  ne  nous  apprend  encore  rien  ; 
ainfi  nous  continuerons  en  écrivant  u=i 
; or  notre  formule  devenant  dans  ce 
cas  — 12/ — 3/“,  ce  qui  ne  peut  être  un 
‘ quarré  , à moips  que  t ne  foit  négatif,  fai- 
fons  aufli-tôt  t= — fi  nous  avons  par  ce 
moyen  la  formule  iif—'^f*,  qui  devient 
un  quarré  dans  le  casdey=i.  Mais  nous 
voici  arrêtés  de  nouveau  j car  dans  ce  cas 
de  J=i  , on  a /— — i & u=o , d’où  l’on 
ne  peut  conclure  autre  chofe , fi  ce  n’efi:  que 
de  quelque  maniéré  qu’on  s’y  prenne  , on 
ne  trouvera  jamais  une  valeur  qui  faffe  par- 
venir au  but  qu’on  fe  propofe  ; & l’on  peut 
en  inférer  déjà  avec  affez  de  confiance , 
qu’il  eft  impoffible  de  trouver  deux  cubes 
dont  la  fomme  foit  un  cube  ; on  s’en  con- 
vaincra entièrement  par  la  démonftration 
fuivante. 
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243. 

tiThéoreme.  Il  n’eft  pas  poflible  de  trouver 
deux  cubes  dont  la  fomme  ou  bien  la' dif- 
férence foit  un  cube. 

Nous  commencerons  par  faire  obferv^ 
que  fi  l’impoflibilité  dont  nous  parlons  a 
lieu  pour  la  fomme , elle  a lieu  aufli  pour 
la  différence  de  deux  cubes.  En  effet , s’il 
eft  impoflible  que  , il  eft  im- 

poffible  aufîi  que  ; or 

eft  la  différence  de  deux  cubes  ; donc , &c. 
Cela  pofé  , il  fuffira  de  démontrer  l’impof- 
fibilité  en  queftion , foit  de  la  fomme  feu- 
lement , foit  de  la  différence  ; or  voici  la 
fuite  des  raifonnemens  que  cette  démonf- 
tration  exige.  ♦ 

I.)  On  peut  regarder  les  nombres  x & 
y comme  premiers  entr’euxj  car  s’ils  avoient 
un  commun  divifeur,  les  cubes  feroient 
aufli  divifibles  par  le  cube  de  ce  divifeur. 
Par  exemple,  foit  x=ia  & y=:il>j  on 
auroit  i or  fi  cette  for- 
mule eft  un  cube , en  eft  auffi  un. 

Y iv  * 
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II. )  Puis  donc  que  x Sc  y n’ont  point 
de  fafteur  commun  , ces  deux  nombres 
font  ou  impairs  tous  les  deux  , ou  bien  l’Én 
eft  pair  & l’autre  eft  impair.  Dans  le  pre- 
mier cas  il  faudroit  que  fut  pair  , & dans 
r,^utre  ce  nombre  feroit  impair.  Par  con- 
féquent  de  ces  trois  nombres  x , J ^ T» 
il  y en  a toujours  un  qui  ell  pair  & deux 
qui  font  impairs  ; & il  nous  fuffira  donc 
pour  notre  démonftration  de  confidérer  le 
cas  où  a;  font  tous  deux  impairs , parco 
qu’il  eft  indifférent  de  prouver  l’impoffibilité 
dont  il  s’agit  pour  la  fomme  ou  pour  la 
différence , & qu’il  arrive  feulement  que 
la  fomme  devient  la  différence , lorfqu’une 
des  racines  eft  négative. 

III. )  Si  donc  X & y font  impairs , il  eft 

clair  que  tant  leur  fomme  que  leur  dif- 
férence fera  un  nombre  pair.  Soit  donc 
^—p  nous  aurons  x=zp-^q 

& y~p — '(} , d’où  il  fuit  que  l’un  des  deux 
nombres  /p  & y doit  être  pair  & que  l’autre 
doit  être  impair.  Or  nous^avons 
^ip^-\-6pqq=.ip{pp-\-}qq)  i de  forte  qu’il 


f 
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s’agit  de  prouver  que  ce  produit  ^p{pp 
ne  peut  devenir  un  cube  ; ii  la 
démonllration  devoir  fe  rapporter  à la  dif- 
férence , on  auroit  — 6ppq 

■zzztqÇ^qq-i^-^pp') , formule  tout-à-fait  la  mê- 
me que  la  précédente , fi  on  met  p Sc  q 
à la  place  l’un  de  l’autre.  Par  conféquent 
il  fuffit  pour  notre  quefiion  de  démontrer 
rimpofilbilité  de  la  formule  ip(pp-^-^qq)  ^ 
puifqu’il  s’enfuivra  néceflairement  que  ni 
la  fomme  ni  la  diiîérence  de  deux  cubes 
ne  peut  devenir  un  cube. 

IV. )  Si  donc  ^pipp-\-}qq)  étoit  un  cube  , 
ce  cube  feroit  -pair , & par  conféquent 
divifible  par  8 ; donc  il  faudrait  que  la 
huitième  partie  de  notre  formule,  011^/? 
(pp-{-}qq)  i fût  un  nombre  entier  & outre 
cela  un  cube.  Or  nous  fa  vous  que  l’un  des 
nombres  p Sa  q e(i  pair , & l’autre  impair  ; 
ainfi  pp~\-‘iqq  doit  être  un  nombre  impair, 
qui  n’étanr  point  divifible  par  4 , il  faut  que 
^ le  foit , ou  que^  foit  un  nombre  entier. 

V. )  Mais  afin  que  le  produit  3 ^a) 
foit  un  cube , il  faut  que  chacun  de  ces 
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fafteurs  s’ils  n’ont  point  de  divifeur  com- 
mun, foit  un  cube  féparémenti  car  fi  un 
produit  de  deux  faveurs  qui  font  premiers 
entr’eux , doit  être  un  cube , il  faut  nécef- 
fairement  que  chacun  foit  de  foi-même  un 
cube } le  cas  eft  dilférent  & demande  une 
confidération  particulière,  fi  ces  fafteurs 
ont  un  divifeur  commun.  Ainfi  la  queftion 
eft  ici  de  favoir  fi  les  deux  faêleurs  p & 
pp-V^qq  ne  pourmient  pas  avoir  un  divifeur 
commun  ? Pour  y répondre , il  faut  con- 
fidérer  que  fi  ces  fafteurs  ont  un  divifeur 
commun,  les  nombres  pp  & pp-\-'^qq  au- 
ront le  même  divifeur  j que  la  différence 
auffi  de  ces  nombres,  qui  eft  3^$',  aura 
le  même  divifeur  commun  avec  pp , & 
que , puifque  p ^ q font  premiers  entre 
eux,  ces  nombres  pp  & yqqm  peuvent 
avoir  d’autre  commun  divifeur  que  3 , ce 
qui  a lieu  quand  p eft  divifible  par  3. 

VI.)  Nous  avons  par  conféquent  deux 
cas  à examiner  : l’un  eft  celui  où  les  fac- 
teurs p & pp-\-‘'^qq  n’ont  point  de  commun 
divifeur , ce  qui  arrive  toujours  , lorfque 
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P n’eft  pas  divifible  par  3 ; l’autre  cas  efl: 
celui  où  ces  faéleurs  ont  un  divifeur  com- 
mun , & il  a lieu  quand  p peut  fe  divifer 
par  3 i parce  qulalors  les  deux  nombres 
font  diviùbles  par  3.  Nous  avons  befoiii 
de  diftinguer  foigneufement  ces  deux  cas 
l’un  de  l’autre , parce  qu’ils  exigent  chacun 
une  démonftration  particulière. 

Vil.)  Premier  cas.  Que  p ne  foit  pas 
divifible  par  3 , & que  par  conféquent  nos 
deux  fafteurs^  & foient  premiers 

entr’eux,  de  forte  que  chacun  en  particu- 
lier doive  être  un  cube.  Pour  fwre  d’abord 
que  pp-\-'>i<{q  devienne  un  cube,  il  n’y  a, 
comme  nous  l’avons  vu  plus  haut*,  qu’à 
fuppofer  p-^qV — — 3)’  ^ 
p — q\/ — 3— (t — u\/ — 3)’,  ce  qui  donne 
pp-\^'^qq={u-\-‘^uuy  ou  un  cube.  Or 
par-là  p-=.û — ^tuu—t(^tt  — 9^^),  & q 
=zytu — — uîi).  Puis  donc  que 
q eft  un  nombre  impair , il  faut  que  u aufli 
foit  impair , & par  conféquent  que  t foit 
pair,  parce  que  fans  cela  tt — uu  feroit 
pair. 
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VIII.)  Maintenant  que  nous  avons  tranf- 
formé  pp-\-'},qq  en  cube,  & que  nous 
avons  trouvé  />=/(// — 

(r  — 3î^),il  s’agit  aufli  & par  con- 

féquent  aufli  que  xp  foit  un  cube  j ou , ce 
qui  revient  au  même  , que  la  formule 
»'('+3  a)(/  — 3a)  foit  un  cube.  Or  nous 
avons  à obfèrver  ici  que  t eft  un  nombre 
pair  & non  divifible  par  3 j puifqu’autre- 
ment  p feroit  divifible  par  3 , ce  qu’on  a 
expreflfément  fuppofé  n’être  pas  ; ainfi  les 
trois  faêleurs , it , r-|-3“  ^ ^ 
premiers  entr’eux  , & il  faudroit  que  char 
cun  d’eux  fût  un  cube  en  particulier.  Si 
donc  nous  faifons  /-j-3a==y’’  & t — ^u=g\ 
nous  aurons  Si  donc  it  efl: 

un  cube  , nous  aurons  deux  cubes , 
dont  la  fomme  feroit  un  cube , & qui  fe- 
roient  évidemment  beaucoup  plus  petits 
que  les  cubes  x’  ècy^  adoptés  au  commen- 
cement; car  comme  nous  avons  d’abord 
fait  x—p-^q  Scy=p — q , & que  nous 
venons  à préfent  de  déterminer  p q par 
les  lettres  r & a , il  faut  néceflTairement  que 
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les  jiombres  x di  y Toient  beaucoup  plus 
grands  que  t Sc  u. 

IX. )  Si  donc  il  exiftoit  dans  de  grands 
nombres  deux  cubes  tels  que  nous  les  de- 
mandons , on  pourroit  auffi  affigner  en  de 
moindres  nombres  deux  cubes  dont  la  fom- 
me  feroit  un  cube  , & pn  pourroit  parve- 
nir de  la  même  maniéré  à des  cubes  tou- 
jours plus  petits.  Or  comme  il  eft  très- cer- 
tain qu’il  n’y  a point  de  ces  cubes  dans  les 
petits  nombres , il  s’enfuit  qu’il  n’y  en  a 
point  non  plus  dans  les  plus  grands.  Cette 
conclufion  fe  confirme  par  celle  que  fournit 
le  fécond  cas  & qui  eft  la  même , comme 
on  va  voir. 

X. )  Second  cas.  Suppofons  à préfent  que 

P foit  divifîble  par  3 , & que  q ne  le  foit 
pas,  & faifons  notre  formule,  de- 
viendra 3^^)  , owlr{yr-\-qq); 

& ces  deux  fafteurs  font  premiers  entr’eux , 
vu  que  '^rr-\-qq  n’eft  divifîble  ni  par  2 ni 
par  3 , & que  r doit  être  pair  auffi  bien 
que  P i c’eft  pourquoi  chacun  de  ces  deux 
faêleurs  doit  être  un  cube  en  particulier. 
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XI.)  Or  en  transformant  le  fécond /ac- 
teur T,r-r-^qq  ou  nous  trouvons 

de  Ja  même  maniéré  que  ci-deflus  g — t 
& rz=T^u{tt  — uu)  i & il  faut 
remarquer  que  puifque  q étoit  impair  , t 
doit  être  ici  pareillement  un  nombre  impair, 
& que  U doit  être  pair. 

. Xil.)  Mais  il  faut  auffi  que  ^ foit  un  cube  j 
ou  en  multipliant  par  le  cube  ^ , que  ^ ou 
iu{n—uu)—^u{t-^u){t—u)^  foit  un  cubej 
& comme  ces  trois  faéfeurs  font  des  nom- 
bres premiers  entr’eux , il  faut  que  chacun 
par  lui- même  foit  un  cube.  Suppofons  donc 
^ , il  s ’enfuivra  iu=.p 
— c’eft-à-dire  que  fi  zu  étoit  un  cube, 
P — feroit  un  cube.  On  auroit  par  con- 
féquent  deux  cubes  p & g'  beaucoup  plus 
petits  que  les  premiers  , dont  la  différence 
feroit  un  cube,  & par- là  même  on  con- 
noîtroit  auffi  deux  cubes  dont  la  fomme 
feroit  un  cube , puifqu’on  n’auroit  qu’à  faire 
P — pour  avoir  p—h}-\^g^ , ou  un 
cube  égal  à la  fomme  de  deux  cubes.  Voilà 
donc  la  conclufion  précédente  pleinement 
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Confirmée;  c’eft-à-dire  qu’on  ne  peut  afi 
figner  même  par  les  plus  grands  nombres 
deux  cubes  tels , que  leur  fomrae  ou  leur 
différence  foit  un  cube , & cela  par  la  raifon 
qu’on  ne  rencontre  point  de  cubes  de  cette 
efpece  dans  les  plus  petits  nombres. 

Puis  donc  qu’il  eft  impolîible  de  trouver 
deux  cubes  dont  la  fomme  ou  la  différence 
foit  un  cube , notre  première  queflion  tombe 
d’elle-même;  auffi  a-t-on  coutume  plutôt 
de  commencer  dans  cette  matière  par  la 
queflion  de  déterminer  trois  cubes,  dont 
la  fomme  faffe  un  cube  ; mais  en  fuppofant 
que  deux  de  ces  cubes  foient  arbitraires, 
de  forte  qu’il  ne  s’agît  que  de  trouver  le 
troifieme  ; ainfi  nous  pafferons  immédia- 
tement à cette  queflion. 

245. 

Queflion  deuxieme.  Deux  cubes  û’  & 
étant  donnés  , on  demande  un  troifieme 
cube , tel  que  ces  trois  cubes  ajoutés  en- 
femble  faffent  un  cube. 
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Il  s’agit  de  transformer  en  cube  la  for- 
mule i cela  ne  peut  fe  faire  à 

moins  qu’on  ne  connoiffe  d’avance  un  cas 
fatisfaifant  ; mais  un  cas  de  cette  efpece  fe 
préfente  auffi-tôt,  c’eft  celui  de  — a; 
qu’on  falTe  donc  x—y — a , on  aura  x'’=iy'^ 
— ÿ conféquem 

la  formule  y'= — ÿiyy-\-'^<^^y-\-b^  qui  doit 
devenir  un  cube  ; or  le  premier  & le  der- 
nier terme  étant  ici  des  cubes , on  trouve 
auffi-tôt  deux  folutions. 

I. )  La  première  demande  qu’on  faffe  la 
racine  de  la  formule  —y-^b , dont  le  cube 

y'-YTfbyy -\-'^bby-\-b’ i on  a de  cette 
maniéré  — -^ay~]^-^aa—T,by-\--^bbi  & par 
conféquent  jy  — maisjr=:_^,- 
de  forte  que  cette  Iblution  ne  nous  eft 
d’aucun  ufage, 

II. )  Mais  on  peut  auffi  prendre  pour  ra- 
cine b-\~fy  , dont  le  cube  ^^f  'y^-\-\bffyy 
'\-‘},bbfy-\-b^  i & déterminer  y de  façon 
qu’auffi  les  troifiemes  termes  fe  détruifent , 
favoir  en  faifant  '^aa  — ybbf^  ou/  = ^; 
car  alors  on  parvient  à l’équation  y — 3a 
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=/’^+3^#=^  + ^ » qui,  multi- 
pliée par  , devient  U'y—-^ah^—a^y-\-T^a*b^, 


& donne  y=2f±+i±‘  = if^!+il) 

y -y 

& par  cüriféquent  x'=~y — ‘a 

iay-\-a*  ly^y  r-  t i”  ' 
= -TT — !— - = a.  -i.—- . Ainii  les  de.u^c 
y — -y  y — y ■ i 


cubes  a’  & ^ étant  donnés , nous  conhbii^ 
fons  auffi'  la  racine  du  trdifiemè  cubë'cheii*- 


ché  i'&’fi  nous  voulons  que  cette  racine 
foit  pofitive  , nous  n’avons  qu’à  ruppoffer 
le  cube  y plus  grand  que  l’autre  y : faifons- 
en  l’application  à quelques  exemples. 

I. )  Soient  I & 8 les  deux  cubes  donnés, 
en  forte  que  a = r & y~=.i  ; la  formule 
9-}- AT’  deviendra  un  cube,  fi  Ytâr 

.1  t 8noo  ^ i.o\% 

on  aura  = ~ = 

II. )  Soient  les  cubes  donnés  8 & 27, 
de  forte  que  â==.i  & ^==3  ; la  formule 

^ ' ' » N I i . » ' J 

3 fera  un  cube  dans  le  cas  dè  at 

III. )  Que  27,  & 64  foient  les  cubes 
donnés,  c’efi-à-dire  que  0=3  & b— 4 

Tome  II.  Z 
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la  formule  deviendra  un  cubé,  fi 


V 1^5 

^“—.37  • 


' Si  l’on  ‘vouloit  déterminer  pour  deux 
cubes  donnés  d’autres  troifiemes  cubes , il 

faudroit  pourfuivre  en  fubftituant  ^ 

au  lieu  de  jc,  dans  la  formule  a’ 

• car  orr  parviendroit  par  ce  moyen 
^ une  formule  fernblable  à la  précédente, 
_&  qui  fournir.oït  enfuite  |de  nouvelles  va- 
leurs de  {,•  inais  on  voit  affez  quqms’en- 
-gageroit  dans, des  calculs  très-prolixes.  ' 

.4  . , • , 

246.  • ■ ' ..  ' 

- Il  fe  préfente  au.refte  dans.ceçte  quef- 
tipn^n  cas  remarquable  , celui  où  les'deux 


_cijb.es  donnés  font,  égaux,,  où  a=/^,‘.car 

X 

dans  ce  cas  on  a x=~ — =:::o&  • c’eft-à  dire 
■'  -,  ./I  , ' 

* qu’on  n’a  aucune  folution  ; & voilà  là  raifon 

“pour  laquelle  on  n’a  pu  encore  réfoudre  le 
problème  de  transformer  en  cube  la  for- 
mule + ;c’.‘Soit,  par  exemple  a — i , 

• ou  que  cette  formule  foit  ^ on  tron- 
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vera  que  quelques  formes  qu’on  lui  donne  , 
ce  fera  toujours  inutilement , & qu’on  cher- 
chera en  vain  une  valeur  de  qui  fatisfaffe. 
On  conclut  de- là  avec  affez  de  certitude, 
qu’il  eft  impoflible  de  trouver  un  cube  égal 
à la  fomme  d’un  cube  & d’un  double  cube , 
ou  bien  que  l’équation  eft  im- 

polTible  ; & comme  cette  équation  donne 
ia’=^y'^ — il  (êroit  impo/îible  aufli  de 
trouver  deux  cubes  dont  la  différence  fût 
égale  au  double  d’un  autre  cube  j cette 
conféquence  s’étend  de  même  à la  fomme 
de  deux  cubes  j & tout  cela  va  être  porté 
jufqu’à  une  évidence  complette  par  la  dé- 
monftration  qui  fuit. 

247.  " 

Théorème.  Ni  la  fomme  ni  la  différence 
de  deux  cubes  ne  peut  devenir  égale  au 
double  d’un  autre  cube  j cela  veut  dire  que 
la  formule  x^+y’—i^^  eft  toujours  impof- 
fible , ft  ce  n’eft  dans  le  cas  évident 

On  peut  encore  ici  regarder  x Sc  y corn-» 
me’ premiers  entr’eux  j car  fi  ces  nombres 
avoient  un  divifeur  commun , il  faudroit 

Z i) 
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que  I eût  le  même  divifeur , & que  toute 
l’équation , par  conféquent , fût  divifible 
par  le  cube  de  ce  divifeur.  Cela  pofé , com- 
me doit  être  un  nombre  pair,  il  faut 

que  les  nombres  x Sc  y foient  impairs  tous 
les  deux  , moyennant  quoi  tant  leur  fomme 
que  leur  différence  fera  paire.  Ainfi  faifons 

nous  aurons  x—p-\-q 
El  y ~p — &il  faudra  que  des  deux 
nombres  p &l  q l’un  foit  pair  & l’autre 
impair.  Or  de-là  il  fuit  x^  yy'^=ip^ -\-6pqq 

=zip(pp-]-^qq),  & x^—y^  = 6ppq+iq^ 

^iq{^pp-\-qq)  , c’efl  - à - dire  deux  for- 
mules tout-à-fait  femblables.  Par  conféquent 
il  fuffira  de  prouver  que  la  formule  ïpipp 
*-\-‘^qq)  ne  peut  devenir  le  double  d’un 
cube , ou  que p{pp-\-  ne  peut  être  un 
cube.  On  va  voir  comment  nous  nous  y 
prendrons  pour  cette  démonffration. 

I.)  Il  fe  préfente  de  nouveau  deux  cas 
différens  à confidérer  : l’un  où  les  deux  fac- 
teurs P & pp-\-’^qq  n’ont  point  de  commun 
divifeur , & doivent  être  un  cube  chacun 
féparément  j l’autre  où  ces  faêfeurs  ont  un 
^ divifeur  commun  , lequel  divifeur  cepen- 
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dant , comme  nous  avons  vu , ne  peut  être 
autre  que  3. 

IL)  Premier  cas.  En  fuppofant  donc  que 
P ne  foit  pas  divilîble  par  3 , & qu’ainfi  les 
deux  fafteurs  foient  premiers  entr’eux , nous 
réduirons  d’abord  en  cube,  en 

faifant  p~t{tt — <)uu)  & — ^uu)  ; 

moyennant  cela  il  faudra  feulement  encore 
que  P devienne  un  cube.  Or  t n’étant  pas 
divifible  par  3 , puifqu’autrement  p feroit 
auffi  divifible  par  3 , les  deux  faéfeurs  i & 
tt — ^uu  font  premiers  entdeux , & par  con- 
féquent  il  faut  que  chacun  en  particulier 
foit  un  cube. 

IIL)  Mais  le  dernier  fafteur  à fon  tour 
a deux  fafteurs,  favoir  t — 31^, 

qui  font  des  nombres  premiers  entr’eux, 
d’abord  parce  que  t n’eft  pas  divifible  par  3, 
& en  fécond  lieu , parce  que  l’un  des  nom- 
bres r & tt  eft  pair , tandis  que  l’autre  eft 
impair  ; car  fi  ces  nombres  étoient  impairs 
tous  les  deux , il  faudroit  que  ifon-feulement 
P , mais  auffi  que  q fiit  impair , ce  qui  ne 
fe  peut  ; donc  il  faut  que  chacun  de  ces 
deux  faôeurs,  en  parti- 
culier foit  un  cube.  Z iij 
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IV. )  Soit  donc  & t — 

nous  aurons  itz=:p-^gK  Or  / doit  être  un 
cube  que  nous  défignerons  par  , moyen- 
nant quoi  il  faudroit  que/H^’=  ,•  par 
conféquent  nous  aurions  deux  cubes  beau- 
coup moindres , (avoir  p & g'‘ , dont  la 
fomme  feroit  le  double  d’un  cube. 

V. )  Second  cas.  Suppofons  à préfent  p 
divifîble  par  3 , & conféquemment  que  q 
ne  le  foit  pas. 

Si  nous  faifons  p-z^Y-»  notre  formule 
devient  3r(9r/--|-3^.7)  = 9/-(3/r-j-ÿj),  & 
ces  faéleurs  étant  maintenant  des  nombres 
premiers  entr’eux , il  faut  que  Tun  & l’autre 
foient  un  cube. 

VI. )  Afin  donc  de  transformer  en  cube 

le  fécond,  qq-\-‘^rr.^  nous  ferons  q~t 
(tt — ^uu)  & — w«),  & il  faudra 

encore  que  l’un  des  nombres  t 8c  u foit 
impair  & l’autre  pair , vu  qu’autrement  les 
deux  nombres  q & rferoient  pairs.  Or  nous 
obtenons  pailla  le  premier  fafteur  9^=271/ 
(«  — uu)  ; & comme  il  doit  être  un  cube, 
il  faut  auffi  qu’en  le  divifant  par  27  , la  for- 
mule u{tt — uu)  J ou  — «), 

foit  un  cube. 
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. VII.)  Mais  ces  trois  fafteurs  étant  pre- 
miers entr’eux , il  faut  qu’ils  foient  tous  eux- 
mêmes  des  cubes.  Ain(i  fuppofons  pour  les 
deux  derniers  t-\-u=p  & t — u=:g\  nous 
aurons  lu—p — ; mais  u devant  être, 
un  cube,  nous  aurions  de  cette  maniéré, 
en  de  bien  plus  petits  nombres  , deux  cubes 
dont  la  différence  feroit  égale  au  double 
d’un  autre  cube. 

VIII. )  Puis  donc  qu’on  ne  peut  affigner 
en  petits  nombres  des  cubes  tels  que  leur 
fomme  ou  leur  différence  (bit  un  cube  dou- 
blé , il  eft  clair  qu’il  n’y  a point  de  cubes 
de  cette  efpece  , même  parmi  les  plus 
grands  nombres. 

IX. )  On  objeftera  peut-être  que  notre 

conclufion  pourroit  induire  en  erreur  ; parce 
qu’il  exifte  dans  ces  moindres  nombres  un 
cas  fatisfaifant,  favoir  celui  de Mai^ 
on  doit  confidérer  que  lorfque  f—gf  on 
a dans  le  premier  cas  8c 

ainff  u=o  ; que  par  conféquent  auffi  ^=0  , 
& que  comme  nous  avions  fiippofé  x—p-^q 
& y— P — q-,  il  faudroit  que  les  deux  pre- 
miers cubes  & y’  euffent  déjà  été  égaux 

Z iv  V 
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Tun  & l’autre , lequel  cas  a été  expreffément 
excepté.  De  même , dans  le  fécond  cas  ^ 
fif=:g^  il  faut  que  r-|-ü=r — z/,  & pa- 
reillement u=Oj  donc  aufli  rz=o  & p=o-, 
donc  les  deux  premiers  cubes  de- 

viendroient  encore  égaux , de  quoi  il  n’eft 
pas  queftion  dans  le  problème. 

, 148.  , 

' Quejîion  troijieme.  On  demande  en  gé- 
néral trois  cubes , a:’  , dont  la 

fomme  foit  égale  à un  cube. 

Nous  venons  de  voir  qu’on  peut  fup- 
pofer  deux  de  ces  cubes  connus , & qu’on 
peut  détermmer  par- là  le  troifieme,  pourvu 
qu’il  n’y  en  ait  pas  deux  d’égaux  ; mais  la 
méthode  précédente  ne  fournit  dans  chaque 
cas  qu’une  feule  valeur  pour  le  troifieme 
cube , & il  feroit  difficile  d’en  déduire  de 
nouvelles. 

Nous  regarderons  donc  à préfent  les  trois 
cubes  comme  inconnus  ; & afin  de  donner 
une  folution  générale , nous  ferons 

nous  tranfpoferons  un  des  pre- 
miers pour  avoir  & voici 
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comment  nous  fatisferons  à cette  équa- 
tion. 

I. )  Soit  x=.p-\-q  & y— P — q y nous 
aurons,  comme  nous  avons  vu,  x^-\-y^ 
=:ip(pp-\-'^qq).  Soit  de  plus  v=r+f  Si: 

— f,  nous  aurons  auffi  v’ — 7^'  = if 
i donc  il  faut  que  ^p(pp-{-}qq) 
=2/ i ff+  3 rr) , ou  P {pp+  3 qq)=zf  {ff+  3 /r). 

II. )  Nous  avons  vu  plus  haut  qu’un  nom- 
bre, tel  que  pp-\-^qq,  ne  peut  avoir  pour 
divifeurs  que  des  nombres  de  la  même  for- 
me. Puis  donc  que  ces  deux  formules  pp 
-j-3^^  & doivent  avoir  néceflai- 
rement  un  divifeur  ' commun , foit  ce  divi- 
feur  z=ztt-\-^uu. 

III. )  Faifons  en  conféquence  pp-\-'Sqq 

+ 3^^)  (“-+3  uu) , Sl  nous  aurons  p=fi 
-j-3^  & q=gt — fu  } par  conféquent  pp 

& qq=ggtt—lfgtu 
^ffuu,  d’où  réfulte  pp+^qq={ff-^}gg)it 
+ (3#+9^^)““»  ou  hkn  pp+}qq=(ff 

IV. )  Nous  tirons  de  la  même  maniéré 
de  l’autre  formule, + 3 & r=kt 
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— hui  d’oii  réfulte  l’équation 

= {ht-\-T,ku){lih^'^kk) 
(ju-\-'^uu) , qui , divifée  par  tt-\-''yUu , donne 

UPr  3fô0+ 3 ( ff+^gg)  3 

J^T^ku{hh-\-i,kk)  , ou  ftUf+}gg)—K^^ 
^ykk)z=^ku(/i/i-{-^kk)—-^gu(ff^^gg)  , 
moyennant  quoi  u: 

V. )  ChalTons  encore  les  fracHons , en 

faifant  u — /(//'-[-■  -^gg)  — h h h -\-7,kk)  ^ 
& nous  aurons  t=:'^k{hh-\-'^kk)  — 3^ 
(//’-]- 3 , où  l’on  peut  donner  telles 

valeurs  qu’on  veut  aux  lettres  f,  g,  . h Sc  k. 

VI. )  Lors  donc  que  nous  aurons  déter- 
miné par  ces  quatre  nombres  les  valeurs 
de  r & de  w , nous  aurons  I.) 

II.)  q=gt—fu , 'lll.)f=/u-\-^ku , IV.)  r 
—kt — ku  J de-là  nous  parviendrons  en- 
fin à la  folution  de  la  queftion , x=p-\-g , 
y— P — {=/• — / & v=r~\-f  s & cette 
folution  eft  générale , au  point  qu’elle  ren- 
ferme tous  les  cas  poffibles , vu  que  dans 
tout  ce  calcul  on  n’a  admis  aucune  limi- 
tation arbitraire.  Tout  l’artifice  confîftoit 
à rendre  notre  équation  divifible  par  u 
moyennant  quoi  nous  avons  pu 
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déterminer  les  lettres  i & « par  une  équa- 
tion du  premier  degré.  On  peut  faire  des 
applications  fans  nombre  de  nos  formules  : 
nous  en  donnerons  quelques-unes  pour 
exemples. 

I. )  Soit  k=o  & h=.i , on  aura  /== — 3^ 

^ “=/'(#+ 3^^)— I i ainfi 

}gg)  •^}fg(jf-\-^gg)—}g 
=—3^»  & 9=-(ff+3§gT-\-f  f.  de  plus 

f=—3g(ff+3gg)^  & '‘=--f(ff+3gg) 

-}-i  } par  conféquent 

3g—  iff+  3gg  y +fy 
y = — 3g+  (//+  3ggy—fy 
î = ( 35-  — /)  ( Jf  + Igg)  + ï i 

enfin  r = — ( 3^+/')  ^gg)  + 1 . 

Si  outre  cela  nous  fuppofons  f=^ — i 
& g=-\-i  , nous  aurons  >-20  , y 

= 14,  ;5'=i7  & v=. — 7i  &:  de-là  ré- 
fulte  l’équation  finale  — lo’-j- i4’-j-i7’ 
= — 7%  ou  I4’-|-I7^-|-7’r=  20’. 

II. )  Soit/i=2 , g—i , & par  conféquent 
ff-\-  '^gg=Ëj-,  de  plus  h=.o  <Sc  X:—!  ; ainfi 
hh-\-'^kh=.^  ; on  aura  t=. — 12  & 

de  forte  que  p—u-\-‘^u=\%  , q—t — zu 
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il  en  réfultera  x=zp-^qz=: — ii^y=ip 
‘~?=î8,  :r=r—f——^4^  & vz=zr+f 
= 30  ; donc  — 58’ — 543—30%  ou 
583:r=:3o3-j-54’-f-2î%  & commc  toutes 
les  racines  font  divifibles  par  2 , on  aura 
auffi  293=1  53-[-273-[-i  i’. 

III. )  Soit/=3  , g—i  , h—i  & k=i  ; 
en  forte  que  ff-\--^gg=ii  ^ & /ih^^kk 
= 4 j & qu’ainfi  /= — 24  & «=32  , ces 
deux  valeurs  font  divifibles  par  8 ; & com- 
me il  ne  s’agit  ici  que  de  leurs  rapports, 
nous  pouvons  faire  t= — 3 &:  u— 4.  Nous 
obtenons  par-là /7= 3 r-[- 3 iz=-|- 3 , q=.t 
— 3^/= — 15,  /-=r — u-=. — 7 & /=r-j-3« 
=-f9  J par  conféquent  x— — 12  &j'=i8 , 

— 16  & v=2,  d’où  provient  — iz’ 
-j-I  83-^1  63  = 23  , ou  l83  = l63-|-I  23-[-23, 
oirbien  auffi,  en  divifant  par  le  cube  de  2, 
9’= 83  + 63 -fi  3. 

IV. )  Suppofons  auffi  g—o  & k=k , au 
moyen  de  quoi  nous  laiffonsy'&  h indéter- 
minées. Nous  aurons  ff-\-'^gg—ff  & hk 
•\-'^kk—4hk  i ainfi  t=i  xh^  & ^==’P — 4^’  ; 

de  plus /?=//  = ! 2j^3^  q~^pJ^4fh^^ 

r=ixh*—hp~\-4hz=i6h^hp,  &/ 
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= ihf‘  i donc  enfin  x=p-\-q^\6pv — ■y'% 
— i=zr~f—i6k* 

— 4hf^  y & v=r-\-f—\.6k*-^xhf\  Si 
nous  faifons  maintenant  f=h=.i  , nous 
avons  x=i  5 , y=()  , {—*  ^ ^ v=i8  , 
ou  bien , en  divifant  tout  par  3 , x—<^^ 
y=3 , {=4  & v^5  i de  façon  que  3’-[“4’ 

5 5—53^  La  progreffion  de  ces  trois  ra- 
cines 3,4,5,  augmentant  de  l’unité , eft 
digne  d’attention  ; c’efl:  pourquoi  nous  re- 
chercherons s’il  y en  a encore  d’autres  de 
la  même  efpece. 

249. 

Quejîion  quatrième.  On  demande  trois 
nombres  qui  forment  une  progreffion  arith- 
métique , dont  la  différence  foit  i , & qui 
foient  tels  que  leurs  cubes  ajoutés  enfemble 
reproduifent  un  cube. 

Soit  X le  nombre  ou  le  terme  moyen  j 
X — I fera  le  plus  petit  & jc+i  le  plus  grand  ; 
la  fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres 
efl:  ^x^-^6x=:}x{xx-j^i) ^ & elle  doit 
être  un  cube.  Il  nous  faut  ici  d’avance  un 
cas  où  cette  propriété  ait  lieu,  & nous 
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trouvons  après  quelques  effais  que  ce  cas 
eft  x—4. 

Ainfi  nous  pouvons , d’après  les  réglés 
établies  plus  haut , faire  x=4~i-y,-  en  forte 
que  xx=\6~\-^y-\-yy  & x’—64-^4%y 
*-|-i  , & moyennant  quoi  notre 

formule  devient  2.i6-\-i<^oy-\--^6yy^}y\ 
où  le  premier  terme  eft  un  cube , mais  où 
le  dernier  ne  l’eft  pas. 

Suppofons  donc  la  racine  — 6 -\~fy , ou 
la  formule  ==.  ii  6 + loS fy -+iSfJyy  4- f ^y^ , 
& faifons  évanouir  les  deux  féconds  termes , 
en  écrivant  150=108/,  ou/=^i  les 
autres  termes , divilés  par  yy , donneront 

3<^+3.r— + ou 
l8^3(J-t-l8’.3y^=:I8^25*^-25/,  ou  18’ 
.36 — i8\25*=25’y'7-i8^3^  y donc  J" 

^ 18^3^ — 18\  25^ i8\(i8.36— 25*) 

' 25’  — 3.18’  25’  — 3.18"  * 

c’eft-à-dire  & par  con- 

féquent  x=-^. 

- Comme  on  pourroit  trouver  embarraf- 
fant  de  pourfuivre  cette  réduèHon  en  cubes, 


è 
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îl  eft  bon  d’obferver  que  la  queftion  peut 
toujours  fe  réduire  à des  quarrés.  En  effet, 
puifque  ^x(xx-\-i)  doit  être  un  cube,  qu’on 
fuppofe  cette  formule  & on  aura 

^xx'^ô  — xxy’,  & par  conféquent  xx 

= — ^ Or  le.  numérateur 
y— î 6y^  — iH 

de  cette  fraéhon  étant  déjà  un  quarré  , nous 
n’avons  befoin  de  transformer  en  quarré 
.que  le  dénominateur  6^’ — 1 8 , ce  qui  exige 
auffi  qu’on  ait  trouvé  un  cas.  Confidérons 
pour  cet  effet,  que  18  eft  divinbie  par  9, 
mais  que^  6 eft  feulement  diviuble  par  3 , 
& qu’aindy  pdîirraTe  divifer  par  3 ; fi  nous 
faifons  donc  y==y{  , notre  dénominateur 
deviendra  — 18  , ce  qui  étant  di- 

yifé  par  9 & devenant  1 8 — 2 , doit  en- 

core être  un  quarré  j or  c’eft  ce  qui  a lieu 
^évidemment  dans  le  cas  de  i . Ainfi  nous 

ferons  , & il  faudra  que  1 6~\-^4v 

Ç4vv-|-i  8v5=0  J que  la  racine  en  foit 
4-p^v,  dont  le’ quarré  eft  i 
vv,  il  faudra  que  j4--}-i ou  i8v 
= — 2î'=  — & par  conféquent 

v=. — ce  qui  produit 
& après  cela  J' 
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Reprenons  à préfent  le  dénominateur  6y^ 
— i8r:=:i62;^’  — i8=;9(i8;[5 — 2)  j puifque 
la  racine  quarrée  du  fafteur  1 8{’  — 2 eil  4 
celle  du  dénominateur  total 
eft  i mais  la  racine  du  numérateur  eft  6 ; 

donc  valeur  tout-à-fait  dif- 

férente  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment.  Il  s’enfuit  que  les  racines 
de  nos  trois  cubes  cherchés  font  I.)  x — i ’ c 

H) 

fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres  fera 
un  cube  dont  la  racine 

250.-  ^ , 

t . ^ • 

Nous  terminerons  ici  ce  traité  de  l’Ana- 
lyfe  indéterminée , ayant  eu  fufEfammeni 
occafion  dans  les  queftions  que  nous  avons 
réfolues  , d’expliquer  les  principaux  arti- 
fices qu’on  a imaginés  jufqu’à  préfent  dans 
cette  partie  de  l’Analyfe. 

Fin  des  ÉUmens  (T Algèbre, 


Additions. 
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A VER  TISSEMENT. 

Les  Géomètres  du  fiecle  pafTé  fe 
font  beaucoup  occupés  de  l’Analyfe 
indéterminée , qu’on  appelle  vulgai- 
rement Analyje  de  Diophante  ; mais 
il  n’y  a proprement  que  Medieiirs 
Bachet  & Fermât  qui  aient  ajouté 
quelque  chofe  à ce  que  Diophante 
lui-même  nous  a laiflé  fur  cette  ma- 
tière. 

On  doit  fur- tout  au  premier  une 
Méthode  complette  pour  réfoudre  en 
nombres  entiers  tous  les  problèmes 
indéterminés  du  premier  degré  [^z]  ; 

{tf]  Voyez  plus  bas  le  paragraphe  III.  Au  relie  je 
ne  parle  point  ici  de  l'on  Commentaire  fur  Diophante , 
parce  que  cet  Ouvrage , excellent  dans  fon  genre  , ne 
renferme  à proprement  parler  auenne  découverte. 

Aa  ij 
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le  fécond  eft  TAuteUr  de  quelques 
Méthodes  pour  la  réfolution  des 
équations  indéterminées  qui  palTent 
le  fécond  degré  [^]  ; de  la  Méthode 
linguliere  , par  laquelle  on  démontre 
qu’il  eft  impoffible  que  la  fomme  ou 
la  différence  de  deux  carrés-carrés , 
puiffe  jamais  être  un  carré  [c]  ; de 
la  folution  d’un  grand  nombre  de 
problèmes  ^très- difficiles  & de  plu- 
lieurs  beaux  théorèmes  fur  les  nom- 
bres entiers , qu’il  a laiffés  fans  dé- 
monftration , mais  dont  la  plupart 

[^]  Ce  font  celles  qui  font  expofées  dans  les  cha- 
pitres 8,  9 ■&  lo  du  Traité  précédent.  Le  P.  Biüi  les 
a recueillies  dans  difi'éiens  écrits  de  M.  Fermât , & les 
a publiées  à la  tête  de  la  nouvelle  édition  de  Diophante  , 
donnée  par  M.  Fermât  le  lils. 

[c]  Cette  méthode  eft  détaillée  dans  le  chapit.  13  du 
Traité  précédent  ; on  en  trouve  les  principes  dans  la 
Remarque  de  M.  Fermât,  qui  eft  après  la  Queftion  XXVi 
du  Livre  vi  de  Diopflante, 
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ont  été  enfuite  démontrés  par  M^ 
Euler,  dans  les  Commentaires  de  Pé- 
tersbourg  [</]. 

Cette  branche  de  rAiialyfe  a été 
prefque  abandonnée  dans  ce  decle  ; 
& fl  on  en  excepte  M'.  Euler,  je 
ne  connois  perfonne  qui  s’y  foit  ap- 
pliqué ; mais  les  belles  & nombrcufes 
découvertes  que  ce  grand  Géomètre 
y a faites , nous  ont  bien  dédommagé 
de  l’efpece  d’indifférence  que  les  au- 
tres Géomètres  paroiffent  avoir  eue 
jufqu’ici  pour  ces  fortes  de  recher- 

[(/]  Les  problèmes  & les  théorèmes  dont  nous  parlons, 
font  répandus 'dans  les  Remarques  de  M.  Fermât  fur  les 
Queftions  de  Dtopkante,  & dans  fes  Lettres  imprimées 
dans  les  Opéra  Mathematica  ^ &c.  & dans  le  fécond  vo- 
lume des  Œuvres  de  ÎVallis, 

On  trouvera  auffi  dans  les  Mémoires  de  l’Académie 
de  Berlin,  pour  les  années  1770  & fuiv.  les  démonftra- 
tions  de  quelques  théorèmes  de  cet  Auteur,  qui  n’avoient 
pas  encore  été  démontrés. 
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ches.  Les  Commentaiies  de  Péters- 
bourg  font  pleins  des  travaux  de  M^ 
Euler  dans  ce  genre  , & l’Ouvrage 
qu’il  vient  de  donner  eft  un  nouveau 
fervice  qu’il  rend  aux  Amateurs  de 
l’Analyfe  de  Diophante.  On  n’avoit 
point  encore  d’Ouvrage  où  cette 
fcience  fût  traitée  d’une  maniéré  mé- 
thodique , & qui  renfermât  & ex- 
pliquât clairement  les  principales 
réglés  connues  jufqu’ici  pour  la  fo- 
lution  des  problèmes  indéterminés. 
Le  Traité  précédent  réunit  ce  double 
avantage;  mais  pour  le  rendre  encore 
plus  complet , j’ai  cru  devt>ir  y faire 
plufieurs  additions  dont  je.  vais  ren- 
dre compte  en  peu  de  mots. 

La  théorie  des  fra£Hons  continues 
efl  une  des  plus  utiles  de  l’Arithmé- 
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tique  , où  elle  fert  à réfoudre  avec 
facilité  des  problèmes  qui , fans  fou 
fecours , feroient  prefqu’intraitables  ; 
mais  elle  eft  d’un  plus  grand  ufage 
encore  dans  la  folution  des  problèmes 
indéterminés , lorfqu’on  ne  demande, 
que  des  nombres  entiers.  Cette  raifon 
m’a  engagé  à expofer  cette  théorie 
avec  toute  l’étendue  néceffaire  pour 
la  faire  bien  entendre  ; comme  elle 
manque  dans  les  principaux  Ouvra- 
ges, d’ Arithmétique  & d’ Algèbre  J 
elle  doit  être  peu  connue  des  Géo- 
mètres ; je  ferai  fatisfait , li  je  puis 
contribuer  à la  leur  rendre  un  peu 
plus  familière.  A la  fuite  de  cette 
théorie  qui  occupe  le  §.  i , vien- 
nent difFérens  problèmes  curieux  ôc 

entièrement  nouveaux , qui  dépen*- 
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dent  à la  vérité  de  la  même  théorie^ 
mais  que  j’ai  cru  devoir  traiter  d’une 
maniéré  direâe  , pour  en  rendre  la 
folution  plus  intéreflante  ; on^y  re- 
marquera principalement  une  mé- 
thode très-fimple  & très-facile  pour 
réduire  en  fraéHons  continues  les  ra- 
cines des  équations  du  fécond  degré , 
& une  démonftration  rigoureufe  que 
ces  fraèlions  doivent  toujours  être 
néceffairement  périodiques. 

Les  autres  Additions  concernent 
fur-tout  la  réfolution  des  équations 
indéterminées  du  premier  & du  fé- 
cond degré;  je  donne  poup celles-ci 
des  méthodes  générales  & nouvelles, 
tant  pour  le  cas  où  l’on  ne  demande 
que  des  nombres  rationnels,  que  pour 
celui  où  l’on  exige  que  les  nombres  . 
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cherchés  foient  entiers  ; & je  traite 
d’ailleurs  quelques  autres  matières 
importantes  & relatives  au  même 
objet. 

Enfin  le  dernier  paragraphe  ren- 
ferme des  recherches  fur  les  fon£Hons 
qui  ont  la  propriété,  que  le  produit 
de  deux  ou  de  plufieurs  fonêlions 
femblables , èfi:  aulfi  une  fonéHon 
femblable  ; j’y  donne  une  méthode 
générale  pour  trouver  ces  fortes  de 
fonÊlions  & j’en  fais  voir  l’ufage 
pour  la  réfolution  de  difFérens  pro- 
blèmes indéterminés , fur  lefquels  les 
méthodes  connues  n’auroient  aucune 
prife. 

Tels  font  les  principaux  objets  de 
ces  Additions , auxquelles  j’aurois  pu 
donner  beaucoup  plus  d’étendue,  fi 
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je  n’avois  craint  de  pafler  de  juftes 
bornés';  je  fouhaite  que  les  matières 
que , j’y  ai  traitées  puilTent  mériter 
l’attention  des  Géomètres , & réveil- 
ler leur  goût  pour  une  partie  de 
l’Analyfe , qui  me  pâroît  très-digne 

d’exercer  leur^  fagacité. 

> 

J 


4>. 
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ADDITIONS. 


PARAGRAPHE  PREMIER. 

SUR 

LES  FRACTIONS  CONTINUES. 


-Il 


O MME  la  théorie  des  Fraftions 
continues  manque  dans  les  livres 
ordinaires  d’ Arithmétique  & d’Algebre , & 
que  par  cette  raifon  elle  doit  être  peu 
connue  des  Géomètres  , nous  croyons  de- 
voir commencer  ces  Additions  par  une  ex- 
pofition  abrégée  de  cette  théorie , dont  nous 
aurons  fouvent  lieu  de  faire  l’application 
dans  la  fuite. 

On  appelle  en  général  fraBlon  continue 
toute  exprelïion  de  cette  forme, 


.( 
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Additions, 

b 

«4--  c 
^/8+-  d 

’"+/+,  (fC. 


où  les  quantirés  «,  )8,  «f,  6'c.  & c , 

&c.  font  des  nombres  entiers  pofitifs  ou  né- 
gatifs ; mais  nous  ne  conùdérerons  ici  que 
les  fraélions  continues , où  les  numérateurs 
^ , c , d , &c.  font  égaux  à l’unité , c’eft- 
à-dire  celles  qui  font  de  la  forme 


’■+/  + , &c. 

«5  >5  &c.  étant  d’ailleurs  des  nombres 

quelconques  entiers  pofitifs  ou  négatifs}  car 
celles-ci  font,  à proprement  parler,  les 
feules  qui  foient  d’un  grand  ufage  dans 
l’Analyfe , les  autres  n’étant  prefque  que 
de  pure  curiofiré. 

Z.  Milord  Brouncker  eft,  je  crois,  le 
premier  qui  ait  imaginé  les  fraftions  con- 
tinues } on  connoît  celle  qu’il  a trouvée 
pour  exprimer  le  rapport  du  carré  circonf» 
crit , à l’aire  du  cercle , & qui  eft 


Z +,  &c. 
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» 

Mais  on  ignore  le  chemin  qui  l’y  a conduit. 
On  trouve  feulement  dans  ï Ariihmetlca  in- 
ftiiitorum  quelques  recherches  fur  ce  fujet, 
dans  lefquelles  Wallis  démontre  d’une  ma- 
niéré alTez  indirefte,  quoique  fort  ingé- 
nieufe , l’identité  de  l’expreflion  de  Brounc- 
ker  avec  la  fienne , qui  eft , comme  l’on 
fait , y <^onne  aufll  la  méthode 

de  réduire  en  général  toutes  fortes  de  frac- 
tions continues  à des  fraftions  ordinaires. 
Au  refte  il  ne  paroît  pas  que  l’un  ou  l’autre 
de  ces  deux  grands  Géomètres  ait  connu 
les  principales  propriétés  & les  avantagea 
finguliers  des  fraéfions  continues  ; nous 
verrons  ci-après  que  la  découverte  en  eft 
principalement  due  à Huyghens. 

3.  Les  fraéfions  continues  fe  préfentent 
naturellement  toutes  •les  fois  qu’il  s’agit 
d’exprimer  en  nombres  des  quantités  frac- 
tionnaires ou  irrationnelles.  En  effet , fup- 
pofons  qu’on  ait  à évaluer  une  quantité  quel- 
conque donnée  a , qui  ne  foit  pas  expri- 
mable par  un  nombre  entier  ; la  voie  la 
plus  fîmple  eft  de  commencer  par  chercher 
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le  nombre  entier  qui  fera  le  plus  proche  de 
la  valeur  de  a , & qui  n’en  différera  que 
par  une  fraftion  moindre  que  Tunité.  Soit 
ce  nombre  & l’on  aura  a — « égal  à une 
fraftion  plus  petite  que  l’unité  ; de  forte 
que  ^ fera  au  contraire  un  nombre  plus 
grand  que  l’unité  ; foit  donc^=^  , & 
comme  b doit  être  un  nombre  plus  grand 
que  l’unité , on  pourra  chercher  de  même 
le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus 
de  la  valeur  de  ^ y & ce  nombre  étant 
nommé  on  aura  de  nouveau  b — 9>  égal 
à une  fraftion  plus  petite  que  l’unité , & 
par  conféquent  — fera  égal  à une  quantité 
plus  grande  que  l’unité,  qu’on  pourra  dé- 
figner  par  c ; ainfi , pour  évaluer  c , il  n’y 
aura  qu’à  chercher  pareillement  le  nombre 
entier  le  plus  proche  de  c , lequel  étant 
défigné  par  y , on  aura  c — y égal  à une 
quantité  plus  petite  que  l’unité , & par  con- 
féquent  ^ fera  égal  à une  quantité  d plus 
grande  que  l’unité , & ainfi  de  fuite.  Par 
ce  moyen  il  efl  clair  qu’on  doit  épuifer 
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peu  à peu  la  valeur  de  a , & cela  de  la 
maniéré  la  plus  fimple  & la  plus  prompte 
qu’il  eft  poflible , puifqu’on  n’emploie  que 
des  nombres  entiers  dont  chacun  approche, 
autant  qu’il  eft  poflible , de  la  valeur  cher- 
chée. 

Maintenant,  puifque^=^,  on  aura  a 
— de  même,  à caufe 
dej^=c,  on  aura  &,  à caufe 

de^=i/,  on  aura  pareillement  c=7-\-j^ 
& ainfi  de  fuite  j de  forte  qu’en  fubftituant 
fucceflivement  ces  valeurs,  on  aura 


“+A1 


=“+^+-V 

I 

= et+-  , I 

^/3  + - . I 


& èn  général 


fit  “f"  * , ï 

+ - . ï 


&c: 

Il  eft  bon  de  remarquer  ici  que  les  nom- 
bres fi'y  7 y quirepréfentent,  comme 


* 


Digiiized  by  Google 


384  Additions^ 

nous  venons  de  le  voir , les  valeurs  entières 
approchées  des  quantités  a,byC^  &c.  peu- 
vent être  pris  chacun  de  deux  maniérés 
différentes , puifqu’on  peut  prendre  égale-: 
ment  pour  la  valeur  entière  approchée  d’une 
quantité  donnée , l’un  ou  l’autre  des  deux 
• nombres  entiers , entre  lefquels  fe  trouve 
cette  quantité  j il  y a cependant  une  dif- 
férence effentielle  entre  ces  deux  maniérés 
de  prendre  les  valeurs  approchées  par  rap- 
port à la  fraéHon  continue  qui  en  réfulte  ; 
car  fi  on  prend  toujours  les  valeurs  appro- 
chées plus  petites  que  les  véritables , les 
dénominateurs  y,  feront  pus  po- 

fitifs  i au  lieu  qu’ils  feront,  tous  négatifs, 
fi  on  prend  les  valeurs,  approchées  toutes 
plus  grandes  que  les  véritables , & ils  feront 
en  partie  pofitifs  & en  partie  négatifs , fi 
les  valeurs  approchées  fontprifes  tantôt  trop 
petites  & tantôt  trop  grandes.  ' 

En  effet,  fi  * eft  plus  petit  que  a,  a — 
fera  une  quantité  pofitive  } donc  b fera  po- 
fitive  , & ^ le  fera  aufli  j au  contraire  a 
— fera  négative,  d « eft  plus  grand  que  a ; 

~ donc 
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donc  b fera  négative , & ^ le  fera  auffi.  De 
même  fi  ^ eft  plus  petit  que  b^  b — ^ fera 
toujours  une  quantité  pofitive  ; donc  c le 
fera  aufli , & par  conféquent  auffi  y ,*  mais  fi 
9>  eft  plus  grand  que  b , A fera  une  quantité 
négative  -,  de  forte  que  c , & par  conféquen^ 
aufli feront  négatifs,  & ainfi  de  fuite. 

Au  refte  , lorfqu’il  s’agit  de  quantités  né- 
gatives , j’entends  par  quantités  plus  petites 
celles  qui , prifès  pofitivement , feroient 
plus  grandes  ; nous  aurons  cependant  quel- 
quefois dans  la  fuite  occafion  de  comparer 
entr’elles  des  quantités  purement  par  rap- 
port à leur  grandeur  abfolue  ; mais  nous 
aurons  foin  d’avertir  alors  qu’il  faudra  faire 
abfiracHon  dès  fi^nes.  ' ' ■ 

Je  dois  remarquer  encore  que  fi  , pàririi 
les  quantités  ^ , c , t/,  &c.  il  s’en  trouve  une 
qui  foit  égale  à un  nombre  entier  , alors 
la  fraftion  continue  fera  terminée , parce 
qu’on  pourra  y conferver  cette  quantité 
même  j par  exemple , fi  c efi  un  nombre 
entier,  la  fraélion  continue  qui  donne  la 
valeur  de  a , fera  - 

Tome  II,  B b 


En  effet , il  eft  clair  qu’il  faudroit  prendre 
y=c,  ce  qui  donneroit  f/=:^=.^==  00  , 
& par  conféquent  ^=:  oo  j de  forte  que  l’on 
auroit 


’'+iT 


les  termes  fuivans  évanouiflant  vis-à-vis  de 
la  quantité  infinie  oo  j or  ^=o } donc  on 
aura  fimplement  ) 


I 


c. 


Ce  cas  arrivera  toutes  les  fois  que  la 
quantité  a fera  commenfurable , c’eft-à- 
dire  qu’elle  fera  exprimée  par  une  fraélion 
rationnelle  ; mais  lorfque  a fera  une  quan- 
tité irrationnelle  ou  tranfcendante , alors 
la  fraélion  continue  ira  néceffairement  à 
l’infini.  . . 

'4.  Suppofons  que  la  quantité  a foit  une 
.fraétion  ordinaire^,  A &C.  B étant  des  nom- 
bres entiers  donnés  j il  eft  d’abord  évident 
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que  le  nombre  entier  « qui  approchera  le 
plus  de^,  fera  le  quotient  de  la  divifion 
de  A par  B ; ainfi  fuppofant  la  divihon 
faite  à la  maniéré  ordinaire , & nommant 
« le  quotient  & C le  refte  , on  aura^ — * 
= donc  pour  avoir  de  même 

la  valeur  entière  approchée  ^ de  la  frac- 
tion il  n’y  aura  qu’à  divifer  B par  C, 
& prendre  pour  ^ le  quotient  de  cette  di- 
vifion; alors  nommant  D le  refte,  on  aura 
b — , & par  conféquent  c=^;  on 
continuera  donc  à divifer  C par  Z? , & le 
quotient  fera  la  valeur  du  nombre  & 
ainfi  de  fuite  ; d’où  réfulte  cette  réglé  fort 
{impie  pour  réduire  les  fraêHons  ordinaires 
en  fraftions  continues^ 

Divife^  d'abord  le  numérateur  de  la  frac- 
tion  propofée  par fon  dénominateur^  & nom- 
me:!^ le  quotient  « ; divife:^  enfuite  le  déno- 
minateur par  le  refit , 6*  nomme:^  le  quotient 
divifeq^  après  cela  le  premier  refie  par  le  fé- 
cond refie  , & foit  le  quotient  y ; continueq^ 
ainfi  en  divifant  toujours  t avant-dernier  refie 
' B b ij 
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par  le  dernier  ^ jufquà  ce  quon  parvienne 
à une  divijion  qui  fe  fajje  fans  rejle  , ce  qui 
doit  néceffairement  arriver  y puifque  les  rejles 
font  tous  des  nombres  entiers  qui  vont  en 
diminuant  i vous  aure:^  la  fraSion  continue 


T 


qui  fera  égale  à la  fraclion  donnée. 

5.  Soit  propofé  de  réduire  en  fraftion 
;Continue  la  fraftion^’;  on  divifera  donc 
1103  par  887,  on  aura  le  quotient  i & 
le  refte  216;  on  divifera  887  par  216,  on 
aura  le  quotient  4 & le  refte  23  } on  di- 
-vifera  21  d par  23  , ce  qui  donneta  le  quo- 
tient 9 & le  refte  9 j on  .divifera  encore  23 
par  9 , on  aura  le  quotient  2 & le  refte  5 ; 011 
divifera  9 par  5 , on  aura  le  quotient  i & le 
refte  4 j on  divifera  5 par  4 , on  aura  le  quo- 
tient 1 & le  refte  i ; enfin , divifant  4 par  i , 
on  aura  le  quotient  4 & le  refte  nùly  dè  forte 
que  l’opération  fera  terrfiinée.  RafTemblant 
donc  par  ordre  tous  lés  quotiens  trouvés , on 
aura  cette  férié  i , 4 , 9 , 2 , i , i , 4,  d’où 
'l’on  formera  la  fi-aéïion  continue 
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1105 

»»7 


9 + Ui 


‘+Ï+- 


6.  Comme  dans  la  maniéré  ordinaire  de 
faire  les  divifions , on  prend  toujours  pour 
quotient  le  nombre  entier  qui  eft  égal  ou 
moindre  que  la  fraftion  propofée,  il  s’enfuit 
que  par  la  méthode  précédente  on  n’aura 
que  des  frayions  continues , dont  tous  les 
dénominateurs  feront  des  nombres  pohtifs. 

Or  on  peut  auffi  prendre  pour  quotient 
le  nombre  entier , qui  ell  immédiatement 
plus  grand  que  la  valeur  de  la  fraélion, 
lorfque  cette  fraftion  n’eft  pas  réduéHble 
à un  nombre  entier,  & pour  cela  il  n’y  a 
qu’à  augmenter  d’une_  unité - la  valeur  du 
quotient  trouvé  à la  maniéré  ordinaire  ; . 

alors  le  refte  fera  négatif,  8c  le  qvjotient 
fuivant  fera  néceflairement  négatif.  Ainli 
x>n  pourra  à volonté  rendre  les  termes  de 
la  fraéfion  continue  pofitifs  ou  négatifs. 

Dans  l’exemple  ptécédent , au  lieu  de 
prendre  i pour  le  quotient  de  1103  divifé 

B b iij 

♦ 


\ 

1 


\ 
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par  887 , je  puis  prendre  2 ; mais  j’aurai  le 
refte  négatif  — 671  , par  lequel  il  faudra 
maintenant  divifer  887  j on  divifera  donc 
887  par  — 671  , & l’on  aura  ou  le  quo- 
tient — I & le  refte  216,  ou  le  quotient 
— 2 & le  refte  — 455.  Prenons  le  quotient 
plus  grand  — i , & alors  il  faudra  divifer 
le  refte  — 671  par  le  refte  216  , d’où  l’on 
aura  ou  le  quotient  — 3 & le  refte  — 23  , 
ou  le  quotient  — 4 & le  refte  193.  Je  con- 
tinue la  divifion  en  adoptant  le  quotient  plus 
grand  — 3j  j’aurai  à-divifer  le  refte  216 
par  le  refte  — 23,  ce  qui  me  donnera  ou 
le  quotient  — 9 & le  refte  9 , ou  le  quo- 
tient — 10  & le  refte  — 14,  & ainfi  de 
fuite. 

De  cette  maniéré  on  aura 


1 103  _ 


6*c. 


où  l’on  voit  que  tous  les  dénominateurs  font 
négatifs. 

7.  On  peut  au  refte*  rendré  pofitif  chaque 
dénominateur  négatif,  en  changeant  le 
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figne  du  numérateur  ; mais  il  faut  alors 
changer  auffi  le  figne  du  numérateur  fui- 
vant  ; car  il  eft  clair  qu’on  a 

M+—  ,i  =j“ — I 

+ - c •’ e 

&C.  &C. 

Enfuite  on  pourra , fi  l’on  veut , faire 
difparoître  tous  les  lignes  — de  la  fraélion 
continue , & la  réduire  à une  autre , oii 
tous  les  termes  foient  pofitifs  ; car  on  a en 
général 


V +,  &c. 


V — I +,  6*c. 


comme  on  peut  s’en  convaincre  aifément 
en  réduifant  ces  deux  quantités  en  fraftions 
ordinaires. 

On  pourroit  auffi  par  un  moyen  fem- 
blable  introduire  des  termes  négatifs  à la 
place  des  politifs , car  on  a 

'‘+r+,6.£.  ='‘+— 7+  » 


I'  — 1 + , &c. 


D’oü  l’on  voit  que  par  ces  fortes  de  tranf- 
formations  on  peut  quelquefois  limplifier 
une  fraftion  continue , & la  réduire  à un 
moindre  nombre  de  termes  ; ce  qui  aura 

Bb  iv 
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lieu  toutes  les  fois  qu’il  y aura  des  déno- 
minateurs égaux  à l’unité  pofiiive  ou  né- 
gative. 

En  général  il  efl:  clair  que  pour  avoir  la 
fraftion  continue  la  plus  convergente  qu’il 
efl:  poffible  vers  la  valeur  de  la  quantité 
donnée,  il  faut  toujours  prendre  pour 
/8,  &c,  les  nombres  entiers  qui  appro- 

chent le  plus  des  quantités  a , ^ , c,  &c,  fbit 
qu’ils  foient  plus  petits  ou  plus  grands  que 
ces  quantités  ; or  il  eft  facile  de  voir  que 
fi,  par  exemple,  on  ne  prend  pas  pour  « 
le  nombre  entier  qui  approche  le  plus , foit 
en  excès  ou  en  défaut , de  a , le  nombre 
fuivant  ^ fera  néceffairement  égal  à l’unité  ; 
en  effet  la  différence  entre  a & « fera  alors 
plus  grande  que  ^ , par  conféquent  on  aura 
b=~  plus  petit  que  2 j donc  ^ ne  pourra 
être  qu’égal  à l’unité. 

Ainfî  toutes  les  fois  que  dans  une  frac- 
tion continue  on  trouvera  des  dénomina- 
teurs égaux  à l’unité  , ce  fera  une  marque 
que  l’on  n’a  pas  pris  les  dénominateurs  pré- 
-cédens  aufli  approchans  qu’il  eft  poffible , 
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& que  par  conféquent  la  fraélion  peut  fe 
Amplifier  en  augmentant  ou  en  diminuant 
ces  dénominateurs  d’une  unité , ce  qu'on 
pourra  exécuter  par  les  formules  précé- 
dentes , fans  être  obligé  de  refaire  en  entier 
le  calcul. 

- 8.  La  méthode  de  l’art.  4 peut  fervir  auffi 
à réduire  en  fraéHon  continue  toute  quan- 
tité irrationnelle  ou  tranfcendante , pourvu 
qu’elle  foit  auparavant  exprimée  en  déci- 
males i mais  comme  la  valeur  en  décimales 
ne  peut  être  qu’approchée , & qu’en  aug- 
mentant d’une  unité  le  dernier  caraftere 
on  a deux  limites , entre  lefquelles  doit  fe 
trouver  la  vraie  valeur  de  la  quantité  pro- 
pofée , îl  faudra , pour  ne  pas  fortir  de  ces 
limites , faire  à la  fois  le  meme  calcul  fur 
les  deux  fraélions  dont  il  s’agit,  & n’ad- 
mettre enfuite  dans  la  fraélion  continue  que 
les  quotiens  qui  réfulteront  également  des 
deux  opérations.  • 

Soit , par  exemple , propofé  d’exprimer 
par  une  fraéHon  continue  le  rapport  de  la 
circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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Ce  rapport  exprimé  en  décimales  eft^ 
par  le  calcul  de  Viete , 3,141 591653  5....  ; 
de  forte  qu’on  aura  la  fraftion  à 

X t 0000000000 

réduire  en  fraftion  continue  par  la  méthode 
ci-deffus  ; or  fi  on  ne  prend  que  la  frac- 
’ on  trouve  les  quotiens  3 , 7 , 1 5 » 
I , 6*c.  & fi  on  prenoit  la  fraftion  plus 
grande  ~~ , on  trouveroit  les  quotiens  3 , 
7,  16,  S’c.  de  forte  que  le  troifieme  quo- 
tient  demeureroit  incertain  j d’oîi  l’on  voit 
que , pour , pouvoir  pouffer  feulement  la 
fraftion  continue  au-delà  de  trois  termes, 
il  faudra  néceffairement  adopter  une  va- 
leur de  la  périférie  qui  ait  plus  de  fix  ca- 
rafteres. 

Or  fi  on  prend  la  valeur  donnée  par 
Ludolph  en  trente- cinq  carafteres , & qui 
eft  3,  14159 > ^6535,  89793,  13846, 
^ 26433  , 83279 , 50188  J & qu’on  opéré 
en  même  temps  fur  cette  fraéHon  & fur  la 
♦ même , en  y augmentant  le  dernier  carac- 
tère 8 d’une  unité , on  trouvera  cette  fuite 
de  quotiens  ,3,7,15,  i,  292  ,1,1, 
3f  ^4>  ^ J ^ f 
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1 , 84,  Z,  1 , 1 , 15,  3,  13,  1 , 4,  1, 
6,  6f  IJ  de  forte  que  l’on  aura 

Périph.  I 

diamétr.  ” ^ 7 + — . i 

I + frc. 

Comme  il  y a ici  des  dénominateurs 
égaux  à l’unité  , on  pourra  fimplifier  la 
fraéHon , en  y introduifant  des  termes  né- 
gatifs , par  les  formules  de  l’art.  7 , & l’on 
trouvera 

Pénph.  . I 

^ — ? “H  “ ï 

diamétr,  ^ 7 + ~>  * 

xo » 

^94--  1 

^ 3 +,  &c. 

OU  bien 
Périph.  . I 

J-  ! — 3 H — I * 

diamétr,  n A — - 1 

' i6-f , I 

-194+7.  * 

9.  Nous  avons  montré  ailleurs  comment 
on  peut  appliquer  la  théorie  des  fraftions 
continues  à la  réfolution  numérique  des 
équations,  pour  laquelle  on  n’avoit  encore 
que  des  méthodes  imparfaites  & infuffi- 
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fantes.  les  Mémoires  de  C Académie 

de  Berlin  pour  les  années  iy6y  6*  lyGSi) 
Toute  la  difficulté  confifte  à pouvoir  trou-. 
ver  dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
entière  la  plus  approchée  , foit  en  excès 
ou  en  défaut  de  la  racine  cherchée  , & c’eft 
fur  quoi  nous  avons  donné  les  premiers  des 
réglés  fures  & générales , par  lefquelles  on 
peut  non -feulement  reconnoître  combien 
de  racines  réelles  pofitives  ou  négatives^ 
égales  ou  inégales , contient  la  propofée , 
mais  encore  trouver  facilement  les  limites 
de  chacune  de  ces  racines,  & même  les 
limites  des  quantités  réelles  qui  compofent 
les  racines  imaginaires.  Suppofant  donc  que 
» foit  l’inconnue  de  l’équation  propofée , 
on  cherchera  d’abord  le  nombre  entier  qui 
approchera  le  plus  de  la  racine  cherchée, 
& nommant  ce  nombre  « , il  n’y  aura  qu’à 
faire,  comme  on  l’a  vu  dans  l’art.  3 , 

+}»  (je  nomme  ici  »,  &c.  ce  que 

j’ai  dénoté  dans  l’art,  cité  par  a,b  ^ c , &c.‘} 
& fubftituant  cette  valeur  à la  place  de  * , 
on  aura , après  avoir  fait  évanouir  les  fraè- 
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tîons,  une  équation  du  même  degré  en  y y 
qui  devra  avoir  au  moins  une  racine  pofi- 
tive  ou  négative  plus  grande  que  Tunité. 
On  cherchera  donc  de  nouveau  la  valeur 
entière  approchée  de  cette  racine , & nom- 
mant cette  valeur  0,  on  fera  enfuite^=/3 
+r-  ce  qui  donnera  de  même  une  équa- 
tion en  , qui  aura  aulfi  néceffàirement  une 
racine  plus  grande  que  l’unité  , & dont  on 
cherchera  pareillement  la  valeur  entière 
approchée  y,  & ainfi  de  fuite.  De  cette 
maniéré  la  racine  cherchée  Ce  trouvera  ex- 
primée par  la  fraftion  continue 

I 

qui  lèra  terminée  (î  la  racine  eft  commen- 
furable  , mais  qui  ira  néceffàirement  à l’in- 
fini , fi  elle  eft  incommenfurable. 

, On  trouvera  dans  les  Mémoires  cités  tous 
les  principes  & les  détails  néceffaires  pour 
fe  mettre  au  fait  de  cette  méthode  & de 
fes  ufages , & même  différens  moyens  pour 
abréger  fouventdes  opérations  qu’elle  de- 
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mande  ; nous  croyons  n’y  avoir  prefque 
rien  laiffé  à défirer  fur  ce  fujet  fi  important. 

Au  refte , pour  ce  qui  regarde  les  racines 
des  équations  du  fécond  degré  , nous  don- 
nerons plus  bas , ( art.  3 3 & fuiv.  ) une  mé- 
thode particulière  & très-fimple  pour  les 
convertir  en  fraftions  continues. 

10.  Après  avoir  expliqué  la  génération 
des  fraftions  continues , nous  allons  en  mon-  • 
trer  les  ufages  & les  principales  propriétés. 

Il  éft  d’abord  évident  c|ue  plus  on  prend 
de  termes  dans  une  fraftion  continue , plus 
on  doit  approcher  de  la  vraie  valeur  de 
la  quantité  qu’on  a exprimée  par  cette  frac- 
tion J de  forte  que  fi  on  s’arrête  fucceffi- 
vement  à chaque  terme  de  la  fraélion , on 
aura  une  fuite  de  quantités  qui  feront  né- 
ceffairement  convergentes  vers  la  quantité 
propofée. 

Ainfi  ayant  réduit  la  valeur  de  a à la 
fraftion  continue 


*+i8  + i . I 
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/ 

On  aura  les  quantités 


ou  bien,  en  réduifant, 


„ ï±2:  Sfc 

> j8  » ,e>+i  > 

qui  approcheront  de  plus  en  plus  de*  la 
valeur  de  a. 

Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  & 
de  la  convergence  de  ces  quantités , nous 
remarquerons  que  par  les  formules  de  l’ar- 
ticle 3 on  a 


c=>+i,  &c, 

d’où  l’on  voit  d’abord  que  « eft  la  première 
valeur  approchée  de  a;  qu’enfuite  fi  on 
prend  la  valeur  exafte  de  a,  qui  eft  , 
& qu’on  y fubftitue  pour  l fa  valeur  ap- 
prochée aura  cette  valeur  plus  ap- 

prochée s qu’on  aura  de  même  une 
troifieme  valeur  plus  approchée  de  a , en 
mettant  d’abord  pour  b fa  valeur  cxafte 
ce  qui  donne  , & prenant 

enfuite  pour  c la  valeur  approchée  y;  par 
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ce  moyen  la  nouvelle  valeur  approchée 
de  a fera 

continuant  le  même  raifonnement  , on 
pourra  approcher  davantage , en  mettant , 
dans  l’expreffion  de  a trouvée  ci-deflus, 
à lâ  place  de  c fa  valeur  exafte  , ce  qui 
donnera 

& prenant  enfuite  pour  d fa  valeur  appro- 
chée S' i de  forte  qu’on  aura  pour  la  qua- 
trième approximation  la  quantité 

{{a.  $ +i)y  + a.)  S'  -t-  a.  ^ 

(;É>+l)<r+iS 

& ainfi  de  fuite. 

De-là  il  efl:  facile  de  voir  que  fi  par  le 
moyen  des  nombres  <*■■>  y,  S' ^ 6-c.  on  forme 
les  expreffions  fuivantes, 

A=*  A'==i  ^ 

B=fiA-^î  B'=z^ 

C=yB-\-A  C‘  = yB'^A‘ 

D=iC-\-B  D z=<^C-  -\-B‘ 

£=*D+C  E~^D'-\-0 

&c,  &c, 

on 
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ôn  aura  cette  fuite  de  fraftions  conver- 
gentes vers  la  quantité  a, 

^ L ^ L L F 

C'->  ü'^  £■’  F"> 

Si  la  quantité  a eft  rationnelle  , & re- 

y 

préfentée  par  une  fraâHon  quelconque  , 

il  efl:  évident  que  cette  fraéHon  fera  tou- 
jours la  derniere  dans  la  féne  précédente  ; 
puifque  dans  ce  cas  la  fraéHon  continue 
fera  terminée  , & que  la  derniere  fraftion 
de  la  férié  ci-deffus  doit  toujours  équiva- 
loir à toute  la  fracHon  continue. 

Mais  fi  la  quantité  a eft  irrationnelle  ou 
tranfcendante  , alors  la  fraéHon  continue 
allant  nécelTairement  à l’infini , on  pourra 
aufii  pouffer  à l’infini  la  férié  des  fraftions 
convergentes. 

1 1.  Examinons  maintenant  la  nature  de 
ces  fraftions  ; & d’abord  il  eft  vifible  que 
les  nombres  A , B , C j &c.  doivent  aller 
en  augmentant , auffi  bien  que  les  nombres 
A'  3 B\  C' , ùc.  car  1°.  fi  les  nombres 
tty  y,  &c.  font  tous  pofitifs , les  nombres 
Tome  II,  Ce 
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A,B  ,C,&c.  A' y B'  y C,  &c.  feront  auflî 
tous  pofitifs , & l’on  aura  évidemment  B 
>A,C>ByD>C,  &c.  Sc  B'  = ou 
>A'y  0>B\  D'>C  y &c. 

1°.  Si  les  nombres  î-j  ^c.  font  tous 
ou  en  partie  négatifs , alors  parmi  les  nom- 
bres A,  B y C y &C.  ^ A'  y B'  , O y Ü 
en  aura  de  pofitifs  & de  négatifs  j mais 
dans  ce  cas  on  confidérera  que  l’on  a en 
général  par  les  formules  précédentes 

3=^+.-,  ï=>+ï.  f="+l. 
d’oü  l’on  voit  d’abord  que  fi  les  nombres 
A,  y y &c,  font  différens  de  l’unité , quels 

que  foient  d’ailleurs  leurs  fignes , on  aura 
néceffairement , en  faifant  abftraftion  des 
fignes , ^ plus  grand  que  l’unité  ; donc  ^ 
moindre  que  l’unité  , par  conféquent  | 
plus  grand  que  l’unité , & ainfi  de  fuite  ; 
donc  B plus  grand  que  A y C plus  grand 
que  B y &c. 

Il  n’y  aura  d’exception  que  lorfque  parmi 
les  nombres  «>  il  s’en  trouvera 

d’égaux  à l’unité}  fuppofons,  par  exemple, 
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que  le  nombre  y foit  le  premier  qui  foit 
égal  à + 1 ; on  aura  d’abord  B plus  grand 
que  mais  C fera  moindre  que  B y s’il 
arrive  que  la  fraftion  j foit  de  ligne  diffé- 
rent de  y -y  ce  qui  eft  clair  par  réquation 
^=y-\-^i  parce  que  dans  ce  cas  >-f-2 
fera  un  nombre  moindre  que  l’unité  ; or 
je, dis  qu*alors  on  aura  néceffairement  D m 

plus  grand  que  B ; car  puifque  > = + 1 , ' 
on  aura , (art.  I o) , , & c — j 

; or  comme  c èc  d font  des  quan- 
tités plus  grandes  que  l’unité , (art.  3) , il  eft 
clair  que  cette  équation  ne  pourra  fubfifter, 
à moins  que  c & c/  ne  foient  de  même 
ligne  ; donc , puifque  T'  & font  les  valeurs 
entières  approchées  de  c & ces  nom- 
bres ^ & J'  devront  être  aulli  de  même 
figne  ; mais  la  fraftion*^=;=:2^-|-5  doit  être 
de  même  ligne  que  > , à caufe  que  y eft 
un  nombre  entier , & ^ une  fraftion  moin- 
dre que  l’unité  j donc  | feront  des 
quantités  de  même  ligne  i par  conléquent 
fera  une  quantité  politive.  Or  on  a ^ 

Ce  ij 


Digitized  by  Google 


404  A n n J t i o n s, 

donc  multipliant  par|,  on  aura 
-|:-i  ; donc  ÿ étant  une  quantité  po- 
iitive , il  eft  clair  que  ^ fera  plus  grande 
que  Tunité  j donc  D plus  grand  que  B, 

De-là  on  voit  que  s’il  arrive  que  dans 
la  férié  il  ic  trouve  un  terme 

qui  foit  moindre  qut  le  précédent,  le  terme 
fuivant  fera  néceffairement  plus  grand  j de 
forte  qu’en  mettant  à part  ces  termes  plus 
petits  , la  férié  ne  laiffera  pas  d’aller  en 
augmentant. 

Au  refte  on  pourra  toujours  éviter , fi 
l’on  veut , cet  inconvénient , foit  en  prenant 
les  nombres  7,  tous  pofitifs,  foit 
en  les  prenant  tous  difFérens  de  l’unité , ce 
qui  eft  toujours  poflible. 

On  fera  les  mêmes  raifonnemens  par 
rapport  à la  férié  A' , B' , C\  &c.  dans 
laquelle  on  a pareillement 


C , A' 


C‘ 


B' 


d’où  l’on  déduira  des  conclufions  fembla- 
blés  aux  précédentes. 
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1 2.  Maintenant , fi  on  multiplie  en  croix 
les  termes  des  fraftions  voifines  dans  la 
ABC, 

férié  — , ^ , ùc.  on  trouvera  B A' 

—AB'=i,  CB'-BO—AB^  — BA', 
DC' — CD':j=iBC' — CB' , &c.  d’où  je  con- 
clus qu’on  aura  en  général 

BA'  — AB'=i 
CB'  — BC'——x 
DC'  — CD'—i 
ED'  — DE'= — I,  6'c. 

Cette  propriété  eft  très-remarquable , & 
donne  lieu  à plufieurs  conféquences  im- 
portantes. 

! A 

D’abord  on  voit  que  les  fraftions  ^ 
B C 

^ , &c.  doivent  être  déjà  réduites  à 
leurs  moindres  termes  ; car  fi , par  exem>=r 


pie  y C ^ C'  avoient  un  commun  divifeur 
autre  que  l’unité, ,1e  nombre  entier  CB' 
— B C'  feroit  auffi  divifible  par  ce  même 
divifeur , ce  qui  ne  fe  peut , à cajufe  de 
CB'*—‘BC'=.—i. 

Ce  iij 
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Enfuite  ft 

on  met  les  équations  précé- 

dentes  fous  cette  forme 

B 

A I 

A'B' 

C 

B _ I 

c 

B~~  CB' 

D 

C I 

D' 

C ’~~C  D' 

E 

D I 

&c. 

is‘ 

DE'"* 

il  eft  aifé  de 

voir  que  les  différences 

entre 

les  fractions 

voifînes  de  la  férié  — , 

B 

B^* 

&c.  vont  continuellement  en  diminuant , 

^ * 

de  forte  que  cette  férié  eft  nécelfairemeni 
convergente. 

Or  je  dis  que  la  différence  entre  deux 
fraftions  confécutives  eft  aufli  peti|p  qu’il  ‘ 
eft  pofllble  i en  forte  qu’entre  ces  mêmes 
ft'aéfions  il  ne  fauroit  tomber  aucune  autre 
îraéHon  quelconque , à moins  qu’elle  n’ait 
un  dénominateur  plus  grand  que  ceux  de 
ces  fraftions-là.  ’ • 
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Car  prenons , par  exemple , les  deux 
C D 

fraétions  ^ ^ différence  eft 

, & fuppofons , s’il  eft  poffible , qu’il 

exifte  une  aîitre  fraftion - , dont  la  valeur 
tombe  entre  celles  de  ces  deux  fraftions , 
& dans  laquelle  le  dénominateur  n foit 
moindre  que  O ou  que  D' y donc  puifque  ^ 

C D 

doit  fe  trouver  entre  7:7  & 757 , il  faudra 

m C 

que  la  différence  entre  ~ ^ 

mC'  — nC  nC — mO  ^ , 

■ -pr — ou -w, — , foit  plus  petite 

que  > différence  entre  ^ 
il  eft  clair  que  celle-là  ne  fauroit  être 
moindre  que  ; donc , fi  n < Z?' , elle 

fera  néceffairement  plus  grande  que  q 

tn  D 

de  même  la  différence  entre  — & -tt, 

n JJ 

pouvant  être  plus  petite  que  , fera 

Ce  iv 
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néceffairement  plus  grande  que  777^,  \ 

n<^C , au  lieu  qu’elle  devroit  en  être  plus 
petite. 

13.  Voyons  préfentement  de  combien 
chaque  fraftion  de  la  férié  ^ T <S’c.  ap- 
prochera de  la  valeur  de  la  quantité  a.  Pour 
cela  on  remarquera  que  les  formules  trou- 
vées dans  l’art,  i o donnent 

_Ab+i 

A' b 

Bc-\-A 

Cd-^B 
'C'd\-B^ 

_De-\~C 
& ainfi  de  fuite. 


a 


a: 


a: 


Donc  (\  on  veut  favoir  de  combien  la 
C 

fraftion  ^ , par  exemple,  approche  de  la 

quantité , on  cherchera  la  différence  entre 
C 

^ ôc  as  en  prenant  pour  a la  quantité 
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Cd-YB  C Cd-X-B 

""  C''~C'd~YB' 

C_BC'—CB'_  .1 
C~'C'{C'd-^B')'~'0{C'd+B'y  ^ 
caufe  de  B O — CB'  = i , (art.  12);  or 
comme  on  fuppofe  que  S'  foit  la  valeur  ap- 
prochée de  </,  en  forte  que  la  différence 
entre  d&L  ^ foit  moindre  que  l’unité , (art. 
3) , il  eft  clair  que  la  valeur  de  d fera  ren- 
fermée entre  les  deux  nombres  J'  & «^  + 1, 
( le  ffgne  fupérieur  étant  pour  le  cas  où  la 
valeur  approchée  J' eft  moindre  que  la  vé- 
ritable i/,  & le  figne  inférieur'pour  le  cas 
où  eft  plus  grand  que  d)  , que  par  con- 
féquent  la  valeur  de  C'd-\-B',  fera  aufli 
renfermée  entre  ces  deux-ci,  C'^-YB'  & 
C' (<5'+i  , c’eft-à-dire  entre  Z?' & 

C 

D'  ’+C'j  donc  la  différence'  a — — fera 

V ^ 

renfermée  entre  ces  deux  limites  -r.  , 

’cyjy'  + C)  ^ ^ pouna  juger  de  la 

.quantité  de  l’approximation  de  la  ffaéHon 

£ 

C' 
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14.  En  général  on  aura 


C-(CV+^) 

_D  I 

D'(,D'c^C^ 

& ainfi  de  fuite. 


Or  fi  on  fuppofe  que  les  valeurs  appro- 
chées « > ^ j y-,  6'c.  foient  toujours  prifes 
moindres  que  les  véritables , ces  nombres 
feront  tous  pofitifs , auffi  bien  que  les  quan- 
tités 3 , c , 6*c.  (art.  3 ) J donc  les  nom- 

bres A'  y B'  y O y &c.  feront  auffi  tous  po- 
fitifs i d’oû  il  s’enfuit  que  les  différences 

^ , .AB 

entre  la  quantité  a & les  fractions  ~gi‘* 

C 

y &c.  feront  alternativement  pofitives  & 


négatives  J c’eft-à-dire  que  ces  fraftions 
feront  alternativement  plus  petites  & plus 
grandes  que  la  quantité  a. 
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De  plus,  comme  c>^, 

&c.  {hyp.)  on  aura  hy-B'  y 
+^‘>C,  C d-\^B'>  C'^-\-B'> 

&c.  & comme  c<>-|-i, 

+>.  on  aura  b-<cB'\-\ , 

(?'— }— C*’ 
(«f'-[-i)-i-^'  6’c.  de  forte  que 

les  erreurs  qu’on  commettroit  en  prenant 
ABC 

les  fraftions  fi-c.  pour  la  va- 

leur de  a , feroient  refpefHvement  moin-; 

dres  que  ^ , &c.  mais 

( 

plus  grandes  que 

, &c.  d’où  l’on  voit  combien 


ces  erreurs  font  petites , & combien  elles 
vont  en  diminuant  d’une  fraftion  à l’autre. 
Mais  il* y a plus  : puifque  les  fraéHons 

^ , &c.  font  alternativement  plus 

petites  & plus  grandes  que  la  quantité  a ; 
il  eH  clair  que  la  valeur  de  cette  quantité 
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fe  trouvera  toujours  entre  deux  fraflions  ' 
confécutives  quelconques  ; or  nous  avons 
vu  ci-deffus , ( art.  12),  qu’il  eft  impoflible 
qu’entre  deux  telles  fraélions  puiffe  fe 
trouver  une  autre  fraftion  quelconque  qui 
ait  un  dénominateur  moindre  que  l’un  de 
ceux  de  ces  deux  fraélions  j d’où  l’on  peut 
conclure  que  chacune  des  fraftions  dont  il 
s’agit , exprime  la  quantité  a plus  exafte- 
ment  que  ne  pourroit  faire  toute  autre  frac- 
tion quelconque  , dont  le  dénominateur 

feroit  plus  petit  que  celui  de  la  fraéfion 

. . C 

fuivantej  c’eft-à-dire  que  la  fraélion  — , 

par  exemple,  exprimera  la  valeur  de  a. 
plus  exaftement  que  toute  autre  fraélion  ^ , 
dans  laquelle  n feroit  moindre  que  D» 


15.  Si  lés  valeurs  approchées  9>-,  >» 
<S*c.  font  toutes  ou  en  partie  plus  grandes 
que  les  véritables , alors  parmi  ces  nom- 
bres il  y en  aura  nécelTairement  de  négatifs, 
( art.  3 ) , ce  qui  rendra  aufîi  négatifs  quel- 
ques-uns des  termes  des  fériés  A , B ^ C , 
i&c.  A',  B',  C' , &c.  par  conféqu^nt  les 
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ABC 

cllfFérences  entre  les  fraftions  — , -7^ , — , 


ff’c.  & la  quantité  a,  ne  feront  plus  alter- 
nativement positives  & négatives , comme 
dans  le  cas  de  l’article  précédent  ; de  forte 
que  ces  fraéHons  n’auront  plus  l’avantage 
de  donner  toujours  des  limites  en  plus  & 
en  moins  de  la  quantité  a , avantage  qui 
me  paroît  d’une  très -grande,  importance , 
& qui  doit  par  conféquent  faire  préférer 
toujours  dans  la  pratique  les  fraftions  con- 
tinues où  les  dénominateurs  feront  touspo- 
fitifs.  Ainfî  nous  ne  confidérerqns  plus  dans 
la  fuite  que  des  fraftions  de  cette  efpece.  • 

A B 

16,  Confidérons  donc  la  férié 

C D 

— , laquelle  lesiraéHons  font 


alternativement  plus  petites  & plus  grandes 
que  la  quantité  a , &;  il  eft  clair  qu’on 
pourra  partager  cette  férié  en  ces  deux- ci: 

é.  L F 

A > r ’ £'  ’ ' 

^ R L F 
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donc  la  première  fera  compofée  de  frac- 
tions toutes  plus  petites  que  a , & qui  iront 
en  augmentant  vers  la  quantité  a y donc 
la  fécondé  fera  compofée  défrayions  toutes 
plus  grandes  que  a , mais  qui  iront  en  di- 
minuant vers  cette  même  quantité.  Exa- 
minons maintenant  chacune  de  ces  deux 
fériés  en  particulier  : dans  la  première  on 
aura , ( art.  i o & 12), 

C A _ y 

~Ô  Â'  AC 

L ^ — _L  P 

E\  C^CE'^ 

& dans  la  fécondé  on  aura 

B D_  I 

B'  D'~^B'D' 

D F_  ^ 

D'^  F~~D' F ’ 

Or  fi  les  nombres  y-,  *,  &c.  étoîent 

tous  égaux  à l’unité , on  pourroit  prouver , 
comme  dans  l’art.  1 2 , qu’entre  deux  frac- 
tions confécutives  quelconques  de  l’une  ou 
de  l’autre  des  fériés  précédentes , il  ne  pour- 
roit jamais  fe  trouver  aucune  autre  fraftion 
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dont  le  dénominateur  feroit  moindre  que 
ceux  de  ces  deux  fraétions  ; mais  il  n’en 
fera  pas  de  même  , lorfque  les  nombres 
y,  I y i,  &c.  feront  difFérens  de  Tunité  j‘Car 
dans  ce  cas  on  pourra  inférer  entre  les  frac- 
tions dont  il  s’agit  autant  de  fraétions  m- 
termédiaires  qu’il  y aura  d’unités  dans  les 
nombres  y — i , — 1,  * — i,  &c.  & pour 
cela  il  n’y  aura  qu’à  mettre  fucceflivement 
dans  les  valeurs  de  C & C’ , (art.  10) , les 
nombres  i , 2 , 3 , &c.  > à la  place  de  y ; 
& de  même  dans  les  valeurs  de  & Z?' , 
les  nombres  1,2,3,  &c.  «J' à la  place  de 
J',  & ainfi  de  fuite. 


1 7.  Suppofons , par  exemple , que  y foit 
=4,  on  aura  C=^B -\-A  & C’'  = 4;ff‘ 
, & on  pourra  inférer  entre  les  frac- 
A C . 

tions  — r & -rr.  trois  fraélions  intermédiai- 
A'  C' 


. - B-X-A  iB-\-A 
res , qui  feront  > j£^A'  ' 

^B-\-A 

Or* il  eft  clair  que  les  dénominateurs  de 


I 
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ces  frayions  forment  une  fuite  croifîantè 
arithmétiquement  depuis  A'  jufqu’à  C ; & 
nous  allons  voir  que  les  fraélions  elles  - mê- 
mes  croilTent  auffi  continuellement  depuis 

jufqu’à  forte  qu’il  feroit' main- 

tenant  impolîible  d’inférer  dans  la  férié 

A B^A  iB+A  “iB+A  ^B-\-A 

■>  ’ B'  + A'  ’ iB'  +A'  ' ï'B‘-\-A'  ’ /^B'+A' 

C ' 

^ , aucune  fraéHon  dont  la  valeur  tombât 

entre  celles  de  deux  fraéHons  confécutives, 
& dont  le  dénomihatéur.  fe'  trouvât  auflî 
entre  ceux  des  mêmes  fraélions.  Car  fi  on 
prend  les  différences  entré  les  fraélions 
précédentes,  on  aura',  à caufe  de  B A' 
~AB^=ly  m;.'  ' - 

B-\-A  A __  *î  - - • - . î 
B'^A'  A'  A'{^B'-\-A'') 

7.B-\-A  b -\-A  I 

B'-^A'  ~~~'{B'-\-A')  (i5'+^') 

■^B-\-A  /i-B-\-A  * I 

iB'^À'  IB'-^A'  ( iB'‘\-A'Y(JB'^\^A^  ' 

C iB-^A  r 

d’oh  l’on  voit  d’abord  que  les  fraéUons 

• - ■ A 


d; 
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A B-^A  c 
A'  ’ augmentant  , 

puifque  leurs  difFérences  font  toutes  pofi- 
tives  i enfuite , comme  ces  différences  font 
égales  à l’unité  divifée  par  le  produit  des 
deux  dénominateurs  , on  pourra  prouver 
par  un  raifonnement  analogue  à celui  que 
nous  avons  fait  dans  l’art,  i 2 , qu^il  efl  im- 
poffible  qu’entre  deux  fraéfions  confécu- 
tives  de  la  férié  précédente , il  puiffe  tomber 
une  fraéfion  quelconque  ^ , fi  le  dénomi- 
nateur n tombe  entre  les  dénominateurs  de 
ces  fraftions , ou  en  général  s’il  eft  plus 
petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénomi- 
nateurs. 

De  plus,  comme  les  fraéHons  dont  nous 
parlons  font  toutes  plus  grandes  que  la 

vraie  valeur  de  a,  & que  la  fraéfion  ^ 

en  eft  plus  petite,  il  eft  évident  que  cha- 
cune de  ces  fraélions  approchera  de  la 
quantité  a , en  forte  que  la  différence  en 

fera  plus  petite  que  celle  de  la  meme  frac- 

B 

tion  & de  la  fraélion  -,  or  on  trouve  .. 
Tome  II.  Dd 


# 
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A B _ I 

A'  B'~~  A' B' 

B-\-A  B _ I 

B'\^A'  B'~~{B'-\-A')B' 

■ iB^^A  B _ I 

• ~iB'\-A'  B'~  {xB'^A'^B' 

^B-i-A  B _ I 

• 3^'+^‘  B'~  (^-^B'-\:A')B' 

C B _ I 

C-  B'~~CB' 


■ Donc , puifque  ces  différences  font  auffi 
égales  à Tunité,  divifée  par  le  produit  des 
^dénominateurs , on  y pourra  appliquer  le 
même  raifonnement  de  l’article  1 2 , pour 
prouver  qu’aucune  fraéiion  ~ ne  fauroit 
■tomber  entre  une  quelconque  des  fraéHons 

él  &c  & la  frac- 

B'-\-A'  ^ zB'-\-A'  ’ * ^ 

tion  ^ , fî  le  dénominateur  n eft  plus  petit 


que  celui  de  la  même  fracHon  -,  d’où  il  fuit 
que  chacune  de  ces  frayions  approche  plus 
*^de  la  quantité  a que  ne  pourroit  faire  toute 
autre  fraflion  plus  petite  que  a , & qui  auroit 
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un  dénominateur  plus  petit,  c’eft-à-dire , 
qui  feroit  conçue  en  termes  plus  (impies. 

1 8.  Nous  n’avons  confidéré  dans  l’article 
précédent  que  les  fraéHons  n.tirmédialres 

A C 

entre  — & 77: , il  en  fera  de  même  des 

.A'  6'  ’ 

C E 

fraêHons  imcrmédiairzs  entre  -7-  & - 

C‘  t'  * 

E G 

entre  — Sc  -7-  » (î  font  des 

t'  G'  * 

nombres  plus  grands  que  l’unité. 

On  peut  aufli  appliquer  à l’autre  férié 

B D F ^ ^ 

-ri  > — » -pr , 6’c.  tout  ce  que  nous  venons 
B'  ' U F'  ^ 

» 

de  dire  relativement  à la  première  férié 

A C 

— ^ , 77 , &c.  de  forte  que  (i  les  nombres 

«î'5  Cî  &c.  font  plus  grands  que  l’unité , on 

B D 

pourra  inférer  entre  les  fraêlions 

D F 

entre  -tv  & -tt  , &c,  différentes  fraftions 

intermédiaires  toutes  plus  grandes  que 
n)|is  qui  iront  continuellement  en  dimi- 
nuant , & qui  feront  telles  quelles  expri- 

Dd  ij 
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meront  la  quantité  a plus  exaftement  que 
ne  pourroit  faire  aucune  autre  fraftion  plus 
grande  que  a , & qui  feroit  conçue  en  ter- 
mes plus  {impies. 

De  plus , fl  ^ e{l  aufli  un  nombre  plus 
grand  que  l’unité , on  pourra  pareillement 

placer  avant  la  fraélion  ^ les  fraftions 


A-\-\  2A-\-i  ^A-\-i 


, &c.  jufqu’à 


, favoir  ^ & ces  fraftions  auront 

les  mêmes  propriétés  que  les  autres  fraftions 
intermédiaires. 


De  cette  mâniere  on  aura  donc  ces  deux 
’ fuites  complettes  de  fraêlions  convergentes 
vers  la  quantité  a. 


Fraclions  croijfantes  & plus  petites  que  a. 

A B-\-A  iB+A  ^B^^A  ^ 
■A'*  B'^A''^  zB'+A''> 
yB^-A  C D+C  zD^O 
yB'^Â'^  zD'+C‘*'xD'-\^^ 

^c. 


tD-fC  E F-^E 
f’  F-\~E 


- y &C.  &C,  &C, 
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Frayions  déc roijf antes  & plus  grandes  que  a. 

A^i  xA^i  3^+1 

• , > “I  » I — 9 


^A~\-x  B C-\-B  iC-\-B  ^ 

H ’ B'*  C'-\-B‘* 

^C+B  D E+D  ... 
i^C'^B'"^  D'*  ♦ 

Si  la  quantité  a eft  irrationnelle  ou  tranf- 
cendante , les  deux  fériés  précédentes  iront 


à l’infini , puifque  la  férié  des  fraftions^  , 

A 


B'  ’ O 


&c.  que  nous  nommerons  dans  la 


fuite  fraélions  principales  ^ pour  les  diftin- 
guer  des  fraftions  intermédiaires , va  d’elle- 
même  à l’infini  (art.  10). 


Mais  fi  la  quantité  a eft  rationnelIe^& 

y 

égale  à une  fraêlion  quelconque  ^ , nous 

avons  vu  dans  l’article  cité , que  la  férié 
d-ont  il  s’agit  fera  terminée,  & que  la  der- 
nière fraftion  de  cette  férié  fera  la  fraéHon 
A*  V 

même  , donc  cette  fraftion  terminera 
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auf^î  lîéceflairement  une  des  deux  fériés 
ci-delius , mais  l’autre  férié  pourra  toujours 
aller  à l’infini. 

En  effet , fuppofons  que  i foit  le  dernier 
dénominateur  de  la  fraérion  continue , alors 

fera  la  derniere  des  fraélions  princi- 
pales , & la  férié  des  fraftions  plus  grandes 
que  a fera  terminée  par  cette  même  frac* 

tion  ^ ; or  l’autre  férié  des  fraélions  plus 


petites  que  a , fe  trouvera  naturellement 

. C . , D 

arrêtée  à la  fraélion  ^ , qui  précédé  } 

mais  pour  la  continuer , il  n’y  a qu’à  con- 
lidérer  que  le  dénominateur  «,  qui  devroit 
fuitre  le  dernier  dénominateur  J' fera  = oo , 

E 

(art.  3 ) j de  forte  que  la  fraftion  , qui 


D 


fuivroit  dans  la  fuite  des  fraéHons  prin^ 

, ~ . oo  D-\-C  D . 

cipaks  y feroit  or  par  la 

loi  des  frayions  intermédiaires  ^ il  eft  clair 
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qu’à  caufe  de  e=oo,  on  pourra  inférer 

CE 

entre  les  fraéHons  — & une  infinité  de 

O Cé 

fraéHons  intermédiaires , qui  feront 
D-\-C  ^D-]^C  '^D-\-C 

iD'  + C’ 

Ainfi  dans  ce  cas  on  pourra,  après  la 
C 

fraftion  ^ dans  la  première  fuite  de  frac- 
tions, placer  encore  les  fraftions  intermé- 
diaires dont  nous  parlons,  & les  commuer, 
à l’infini. 

PROBLEME. 

19.  Une  fraction  exprimée  par  un  grand 
nombre  de  chiffres  étant  donnée  , trouver 
toutes  les  fradions  en  moindres  termes  qui 
approchent  f.  près  de  la  vérité^  quil  fait 
impoffble  d’en  approcher  davantage* fans  en 
employer  de  plus  grandes. 

Ce  problème  fe  réfoudra  facilement  par 
la  théorie  que  nous  venons  d’expliquer. 

On  commencera  par  réduire  la  fraéHon 
propofée  en  fraéHon  continue  par  la  mé- 
thode de  l’art.  4 , en  ayant  foin  de  prendre 

Dd  iv 
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toutes  les  valeurs  approchées  plus  petites 
que  les  véritables , pour  que  les  nombres 
|8,  «T,  &c.  foient  tous  pofitifs  ; enfuite, 

à l’aide  des  nombres  trouvés  «*,  y,  &c. 
on  formera , d’après  les  formules  de  l’art. 

10,  les  fraftions  &c.  dont  la 

derniere  fera  néceffairement  la  même  que 
la  fraftion  propofée , parce  que  dans  ce  cas 
la  fraéHon  continue  eft  terminée.  Ces  frac- 
tions feront  alternativement  plus  petites  8c 
plus  grandes  que  la  fraftion  donnée , 8c 
feront  fucceflivement  conçues  en  termes 
plus  grands;  8c  de  plus  elles  feront  telles 
que  chacune  de  ces  fractions  approchera 
plus  delà  fraéHon  donnée , que  ne  pourroit 
faire  toute  autre  fraéfion  quelconque  qui 
feroit  conçue  en  termes  moins  (impies.  Ainfi 
on  aura  par  ce  moyen  toutes  les  fraftions 
conçues  en  moindres  termes  que  la  pro- 
pofée, qui  pourront  fatisfaire  au  problème. 

Que  fi  on  veut  confidérer  en  particulier 
les  fraéfions  plus  petites  8c  les  fraéfions  plus 
grandes  que  la  propofée , on  inférera  entre 
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les  fraftions  précédentes  autant  de  fraftions 
intermédiaires  que  l’on  pourra  , & on  en 
formera  deux  fuites  de  fraéHons  conver- 
gentes, les  unes  toutes  plus  petites  &:  les 
autres  toutes  plus  grandes  que  la  fraéHon 
donnée,  (art.  16,  17  & 18)  j chacune  de 
ces  fuites  aura  en  particulier  les  mêmes 
propriétés  que  la  fuite  des  fraélions  princi- 
pales ^ ^ , 6*c.  car  les  fraéHons  dans 

chaque  fuite  feront  fuccelTivement  conçues 
en  plus  grands  termes,  & chacune  d’elles 
approchera  plus  de  la  fraftion  propofée , 
que  ne  pourroit  faire  aucune  autre  fraéHon 
qui  ferôit  pareillement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  propofée , mais  qui  feroit 
conçue  en  termes  plus  {impies.  ^ 

Au  relie  il  peut  arriver  qu’une  des  frac- 
tions intermédiaires  d’une  férié  n’approche 
pas  fi  près  de  la  fraélion  donnée , qu’une 
des  fraélions  de  l’autre  férié , quoique  con- 
çue en  termes  moins  fimples  que  celle-ci  j 
c’eft  pourquoi  il  ne  convient  d’employer 
les  fraélions  intermédiaires  ^ que  lorfqu’on 
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veut  que  les  fraftions  cherchées  foienf 
toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes 
que  la  fraftion  donnée. 

Exemple  I. 

20.  Suivant  M.  de  la  Caille , l’année  fo- 
laire  eft  de  365’  5'’ 48'  49",  & par  confé- 
quent  plus  longue  de  5*'  48'  49"  que  l’année 
commune  de  365’  ; fi  cette  différence  étoit 
exaélement  de  6 heures  , elle  donneroit  un 
jour  au  bout  de  quatre  années  communes  ; 
mais  fi  on  veut  favoir  au  juffe  au  bout  de 
combien  d’années  corrimunes  cette  diffé- 
rence peut  produire  un  certain  nombre  de 
jours , il  faut  chercher  le  rapport  qu’il  y a 
entre  24'’  & 5''  48'  49",  &:  on  trouve  ce 
rapport  ^ ; de  forte  qu’on  peut  dire 

qu’au  bout  de  86400  années  communes, 
il  faudroit  intercaler  20929  jours  pour  les 
réduire  à des  années  tropiques. 

Or  comme  le  rapport  de  86400  à 20929 
eft  exprimé  an  termes  fort  grands  , on  pro- 
pofe  de  trouver  en  de  termes  plus  petits 
de^  rapports  auffi  approchés  de  celui-ci 
qu’il  eft  poffible. 
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On  réduira  donc  la  fraéHon  en  frac- 

2092^ 

tion  continue  par  ta  réglé  donnée  dans  l’art. 
4,  qui  eft  la  même  que  celle  qui  fert  à 
trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  de 
deux  nombres  donnés  ; on  aura 


>0929186400 

I857I6 

4=* 

7=i3 

2684 

20929 

18788 

2i4ij 

2684 

2141 

i=y 


543  2141 
512 


3=<t 

343!i=‘ 
512I 


149^1 

16I31 


ifl 

i5|i6|i=9 

IjjI 

ili5|i3=i 

ilil 

O. 


Connoiffant  ainfi  tous  les  quotiens 
7,  &c.  on  en  formera  aifément  la  férié 

^ ^ , &c.  de  la  maniéré  fuiva'nte  : 

4,  7,  I,  3>  ï»  I » IÇ*  * 

4 29  îî  128  161  2704  2S65  £569  8640Q 

^ 694  > Xî49>  20929» 


) 
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où  Ton  voit  que  la  tlerniere  fraftion  eft  la 
même  que  la  propofée. 

Pour  faciliter  la  formation  de  ces  frac- 
tions , on  écrira  d’abord , comme  je  viens 
de  le  faire , la  fuite  des  quotiens  4,7,  i , 
&c.  & on  placera  au-deffous  de  ces  coefE- 
ciens  les  fraftionsj,  qui  en  ré- 

fultent. 

La  première  fraftion  aura  toujours  pour 
numérateur  le  nombre  qui  eft  au-deffus, 
& pour  dénominateur  l’unité. 

La  fécondé  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y eft  au-deflus  par 
le  numérateur'  de  la  première , plus  l’unité , 
& pour  dénominateur  le  nombre  même  qui 
eft  au-deffus. 

La  troifieme  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y eft  au-deffus  par 
le  numérateur  de  la  fécondé , plus  celui  de 
la  première  j & de  même  pour  dénomi- 
nateur, le  produit  du  nombre  qui  eft  au- 
deffus  par  le  dénominateqr  de  la  fécondé , 
plus  celui  de  la  première. 

Et  en  général  chaque  fraéHon  aura  pour 


r 
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numérateur  le  produit  du  nombre  qui  y eft 
au-deffus  par  le  nuniérateur  de  la  fraélion 
précédente,  plus  celui  de  l’avant- précé- 
dente J & pour  dénominateur  le  produit  du 
même  nombre  par  le  dénominateur  de  la 
fraélion  précédente , plus  celui  de  l’avant- 
précédente.  * 

Ainfi  29=7.4-1.1, 7—7)  33— ï-^9 
+4)  8=1. 7+1,  128  = 3.33-1-29,  31 
= 3-8+7)  & ainfi  de  fuite  ; ce  qui  s’ac- 
corde avec  les  formules  de  l’art.  10. 

Maintenant  on  voit  par  les  fraélions^, 
— , ^ , 6’c.  que  l’intercalation  la  plus  fimple 
eft  celle  d’un  jour  dans  quatre  années  com- 
munes , ce  qui  eft  le  fondement  du  calen- 
drier Julien  ; mais*t[u’on  approcheroit  plus 
de  l’exaftitude  en  n’intercalant  que  fept 
jours  dans  l’efpace  de  vingtjneuf  années 
communes , ou  huit  dans  l’efpace  de  trente- 
trois  ans,  & ainfi  de  fuite. 

On  voit  de  plus  que  comme  les  fraéHons 
f)  ^''font  alternativement  plus  petites 
& plus  grandes  que  la  fraaion  ou 
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J .h 

"h"  Z — J,  ) l’intercalation  d’un  jour  fur  quatre 

ans  fera  trop  forte  , celle  de  fept  jours  fur 
vingt -neuf  ans  trop  foible,  celle  de  huit 
jours  fur  trente-trois  ans  trop  forte  , & ainlî 
de  fuite  j mais  chacune  de  ces  intercalations 
fera  toujours  la  plus  exa6le  qu’il  eft  pof- 
fible  dans  le  même  efpace  de  temps. 

Or,  fi  on  range  dans  deux  fériés  par- 
ticulières les  fraélions  plus  petites  & les 
fraélions  plus  grandes  que  la  fraéfion  don- 
née , on  y pourra  encore  inférer  différentes 
fraéHons  fecondaires  pour  compléter  les 
fériés  ; & pour  cela  on  fuivra  le  même 
procédé  que  ci-deffus,  mais  en  prenant 
fucceffivement  à la  place  de  chaque  nom- 
lire  de  la  férié  fupérieure  tous  les  nombres 
entiers  moindres  que  ce  nombre,  (lorfqu’il 
y en  a).  ^ 

Ainfi , confidérant  d’abord  les  fraélions 
croiffantes 

I,  I,  I,  15* 

4 i6i  i86î  86400 

I ’ 8 * 39  * 694  ’ 20919» 

on  voit  qu’à  caufe  que  l’unité  efi:  au-defius 
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■de  la  fécondé,  de  la  troifieme  & de  la 
quatrième,  on  ne  pourra  placer  aucune 
fraftion  intermédiaire  ^ ni  entre  la  première 
& la  fécondé , ni  entre  la  fécondé  & la 
tfoineme  , ni  entre  la  troifieme  & la  qua- 
trième J mais  comme  la  derniere  fra6Hon 
a au-delfus  d’elle  le  nombre  1 5 , on  pourra 
.entre  cette  fraflion  ^ la  précédente , placer 
quatorze  fraéHons  intermédiaires  ^ dont  les 
numérateurs  formeront  la  progrefïïon  arith- 
métique ^865-1-5569,  2865 -{-2.5569, 
2865-I-3.5  5 69  & dont  les  dénomina- 

teurs formeront  auffi  la  progreffion  arith- 
métique 694+1349, 694-[-2.i349,  694 
+3  •1349»  6-c. 

Par  ce  moyen  la  fuite  complette  des 
frayions  croiffantes'fera 


1 3’ 

161 

2863 

8434  Moof  19572 

25I4Ï 

1 ’ 8 

694  ’ 

2043  > 335,1  î > 

6090  » 

30710 

36279 

4184S 

474'7  529S6  58? 55 

64124 

7439  ’ 

87SS'  » 

10137  f 

11486»  12S35»  rrrs4 

’ 15S?3  * 

69693 

80831 

86400 

16882  » 

1S23 1 > 

19580  » 

20929  * 

Et  comme  la  derniere  fraélion  eft  la  même 
que  la  fraftion  donnée , il  efl  clair  que  cette 
férié  ne  peut  pas  être  poulfée  plus  loin. 


432  Additions. 

De-là  on  volt  que  fi  on  ne  veut  admettre 
que  des  intercalations  qui  pechent  par  ex- 
cès , les  plus  fimples  & les  plus  exaèles  feront 
celles  d’un  jour  fur  quatre  années , ou  de 
huit  jours  fur  trente-trois  ans , ou  de  trente- 
neuf  fur  cent  foixante-un  ans , & ainfi  de 
fuite. 

Confidérons  maintenant  les  fraètions  dé- 
^croiifantes 

7,  3,  I. 

29  128  2704  5569 

y > ir  > 655  > 1349  ’ 

& d’abord , à caufe  du  nombre  7 qui  eft 
au-deflus  de  la  première  fraftion , on  pourra 
en  placer  fix  autres  avant  celle-ci,  dont 
les  numérateurs  formeront  la  progreflion 
arithmétique  4-|-i , 2.4-J-i,  3.4-}-i,  &c. 
& dont  les  dénominateurs  formeront  la 
progreflion  i , 2,3,  &c.  de  même  , à caufe 
du  nombre  7 , on  pourra  placer  entre  la 
première  & la  fécondé  fraftion  deux  frac- 
tions intermédiaires  j & entre  la  fécondé  & 
la  troifieme  on  en  pourra  placer  1 5 , à 
caufe  du  nombre  1 6 qui  efi:  au-deflùs  de  la 

troifieme  ; 
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troifieme  ; mais  entre  celle-ci  &r  la  derniere 
on  n’en  pourra  inférer  aucune  , à caufe*  que 
le  nombre  qui  y ell  au-deflus  eft  l’unité. 

De  plus  , il  faut  remarquer  que  cornmié 
la  férié  précédente  n’efl  pas  terminée  par 
la  fraftion  donnée  , on  peut  encore  la  con- 
tinuer auHi  loin  que  l’on  veut , comme  nous 
l’avons  fait  voir  dans  l’art.  1 8.  Aimi  on  aura 
cette  férié  de  fraélions  croilTantes 


5 9 

n 

IT 

II 

ag  61 

9i'  1^8 

1*2 

’ 3. 

» T ’ 

5 

’ T ’ 

7»  77’ 

13  ’ » 

aSg 

4ÎO 

6t  I 

771 

2iî 

1094  1 

115;  1416 

70  ^ 

109  1 

TJ?  ’ 

187 

^ 226 

1 165  ’ 

304  ’ IJT 

1577 

X73S 

^S_99 

ao6o 

2171  13S 

1 1543 

381  ’ 

421 

^ 460 

9 

499  ’ 

53^  ’ 377 

’ ’ 616  » 

1704 

5)^9 

91969 

JTS’fg 

a64'6g 

35x169 

655  ’ 

1349 

* aai78  ^ 

43 1=7 

’ 64156  ^ 

8jo6j  * 

43756-> 

. &c. 

• 

r 

io;9<;4 

lefquelles'font  toutes  plus  petites  que  la  frac- 
tion propofée,  & en  approchent  plus  que 
toutes  autres  fraéHons  qui  feroient  conçues 
en  termes  moins  (impies. 

On  peut  conclure  de- là  , que  fi  on  ne 
vouloit  avoir  égard  qu’aux  intercalations  '' 
qui  pécheroient  par  défaut,  les  plus  (im- 
pies bc  les  plus  exaéles  feroient  celles  d’un 
Tome  11.  E e 


Ét 
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jour  fur  cinq  ans , ou  de  deux  jours  fur  neuf 

ans  5 ou  de  trois  jours  fur  treize  ans,  &c. 

Dans  le  calendrier  grégorien  on  intercale 
feulement  quatre-vingt  dix-fept  jours  dans 
quatre  cents  années}  on  voit  par  la  table 
précédente  qu’on  approcheroit  beaucoup 
plus  de  i’exaftitude  , en  intercalant  cent 
neuf  jours  en  quatre  cents  cinquante  années. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  s’eft  fervi  de  la 
détermination  de  l’année  donnée  par  Co- 
pernic , laquelle  eft  de  365’  5'’  49'  20".  En 
employant  cet  élément  on  auroit , au  lieu 
de  la  fra61ion|^,  celle-ci  ou  bien 
^“}  d’où  l’on  trouveroit  par  la  méthode 
précédente  les  quotiens  4,8,5,  3 j & 
de-là  ces  fraéfions  principales 

4y  8,  5,  3. 

1 il  if? 

I î 8 5 41  5 iji  > 

qui  font , à l’exception  des  deux  premières , 
affez  différentes  de  celles  que  nous  avons 
trouvées  ci-deffus.  Cependant  on  ne  trouve 
pas  parmi  ces  fraéfions  la  fraélion^  adop- 
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tée  dans  le  calendrier  grégorien  ; & cette 
fraftion  ne  peut  pas  même  (e  trouver  parmi 
les  fraftions  intermédiaires  qu’on  pourroit 
inférer  dans  les  deux  fériés  f , — , & , 

; car  il  eft  clair  qu’elle  ne  pourroit  tom- 
ber qu’entre  ces  deux  dernieres  fraélions , 
entre  lefquelles , à caufe  du  nombre  3 qui 
eft  au-deflus  de  la  fra£lion  , il  peut  tom- 
ber deux  frafHons  intermédiaires , qui  feront 
i d’où  l’on  voit  qu’on  auroit  ap- 
proché plus  de  l’exaélitude  , fi  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  avoir  prefcrit  de 
n’intercaler  que  quatre-vingt-dix  jours  dans 
l’efpace  de  trois  cents  foixante  & onze  ans. 

■ Si  on  réduit  la  fraéHon  ^ à avoir  pour 

7/  * 

, numérateur  le  nombre  86400  , elle  devien- 
dra^°-^ , ce  qui  fuppoferoit  l’année  tropique 
de  *365' 5”  49' 12".  c 

Dans  ce  cas  l’interpolation  grégorienne 
feroit  tout  à-fait  exaéle  ; mais  comme  les 
obfervations  donnent  l’année  plus  courte 
de  plus  de  20" , il  eft  clair  qu’il  faudra  né- 
ceflairement , au  bout  d’un  certain  efpacfi 

£e  ij 
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de  temps  , introduire  une  nouvelle  inter- 
calation. , • 

Si  on  vouloit  s’en  tenir  à la  détermina- 
tion de  M.  de  la  Caille  , comme  le  déno- 
minateur 97  de  la  fraélion  fe  trouve  entre 
les  dénominateurs  de  la  cinquième  & de 
la  fixieme  des  fraéHons  principales  trouvées 
ci-devant,  il  s’enfuit  de  ce  que  nous  avons 
démontré , ( art.  14),  que  la  fraéUon  ap- 
prochercit  plus  de  la  vérité  que  la  fraftion 
J au  refte,  comme  les  Agronomes  font 
encore  partagés  fur  la  véritable  longueur 
de  l’année , nous  nous  abftiendrons  de  pro- 
noncer fur  ce  fujet;  aulîi  n’avons- nous  eu 
d’autre  objet  dans  les  détails  que  nous  ve- 
nons de  donner , que  de  faciliter  les  moyens 
de  fe  mettre  au  fait  des  fraéHons  continues 
& de  leurs  ufages  j dans  cette  vue  nous  ajou- 
terons encore  l’exemple'  fuivant. 

Exemple  II. 

21.  Nous  avons  déj^  donné,  (art. 8), 
la  fraélion  continue  qui  exprime  le  rapport 
de  la  circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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en  tant  qu’elle  réfulte  de  la  fra£Hon  de  Lu- 
dolph;  ainfi  il  n’y  aura  qu’à  calculer,  de  la 
maniéré  enfeignée  dans  l’exemple  précé- 
dent , la  férié  des  fraftions  convergentes 
vers  ce  même  rapport , laquelle  fera 

7,  15»  ^9^»  I » I»  ï» 

1 — 13}  HJ  *°399?  »04?48  >0834»  Î»i6S9  , 

I 5 79  io6>  113?  33102  > 3311Î  J 66317  î 99531  i 

3>  I»  14, 

8337*9  H 46408  4272943  5419351  80143857 

265381  7 36491J  7 1360110  7 1715033  7 15510581  7 

1,  ■ I , I , 2, 

165707065  245850912  411557987 ’ 1068966S96 

51746197  7 78156779  7 1310019767  340161731  7 

2,  2,  2,  I, 

154949*779  6167950454  14885392687  21053343141 

811528438  7 1963319607  7 4738167652  7 6701487259  > 

84,  2,  I, 

178336621653*  3587785776203  537115*992734 

567663097408  7 1142027681075  7 1709690779483  7 

I7  157  3» 

8958937768937  139755218526789  428224593349304 

28517184615537  44485467701853  7 136308121570117  7 

137  *7  4y 

5706674931067741  61348995154*7045  30246273033735921  1 
4?i6491048i  14374  ^ J95»799i696844JI  7 9627687726851338  > 

Ee  ii) 
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1 , 6 , 

66617-14559^888887  430010946591069143 

*1108174613389167?  136876733467187340? 

6 , I. 

*646693  ii5»393°4U5  3o76704°7'73'^3735S8 

842468587416513107  » 979345311893700547  • 

Ces  fraftions  feront  donc  alternative- 
ment plus  petites  & plus  grandes  que  la 
vraie  raifon  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, c’eft-à-dire  que  la  première  ^ fera 
plus  petite,  la  fécondé^  plus  grande,  & 
ainfi  de  fuite  ; & chacune  d’elles  appro- 
chera plus  de  la  vérité  que  ne  pourroit  faire 
toute  autre  fraéfion  qui  feroit  exprimée  en 
termes  plus  (impies , ou , en  général , qui 
auroit  un  dénominateur  moindre  que  le  dé- 
nominateur de  la  fraélion  fuivante  j de  forte 
que  Ton  peut  affurer  que  la  fraftiori  ^ ap- 
proche plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire 
aucune  autre  fraéfion  dont  le  dénominateur 
feroit  moindre  que  7 ; de  même  la  fraftion 
y approchera  plus  de  la  vérité  que  toute 
autre  fraftion  dont  le  dénominateur  feroit 
moindre  que  1 06 , & ainfî  des  autres. 
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Quant  à l’erreur  de  chaque  fraftion,  elle 
fera  toujours  moindre  que  l’unité  divifée 
par  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
fraftion  par  celui  de  la  fraftion  fuivante. 
Ainfi  l’erreur  de  la  fraftion  \ fera  moindre 
que  ^ , celle  de  la  fraftion  y fera  moindre 
que  , & ainfi  de  fuite.  Mais  en  même 
temps  l’erreur  de  chaque  fraftion  fera  plus 
grande  que  l’unité  divifée  par  le  produit  du 
dénominateur  de  cette  fraéHon , par  la  fom- 
me  de  ce  dénominateur , & du  dénomina- 
teur de  la  fraélion  fuivante  ; de  forte  que  ♦ 
l’erreur  de  la  fraéHon  \ fera  plus  grande  que 
, celle  de  la  fraftion  y plus  grande  que 
y^^f  & ainli  de  fuite,  (art.  14). 

Si  on^vouloit  maintenant  féparer  les  frac- 
tions plus  petites  que  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre,  d’avec  les  plus  gra- 
des , on  pourroit , en  inférant  les  fraélions 
intermédiaires  convenables  , former  deux 
fuites  de  fraftions , les  unes  croiflantes  & 
les  autres  décroiflantes  vers  le  vrai#apport 

' Ee  iv 
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dont  il  s’agit  ; on  auroit  de  cette  maniéré 
Fraüions  plus  petites  que  . 
iZ  Ë?  il  îü 

1 ^ 8 ï 1 5 î 11  > 2ÿ  5 36  î 43  î 50  î "79  ^ 64  5 7*  J 
245  ^67  2S9  311  333  6S8  1043  1398  I75Î 

yS'î  S5  ’ 91  ï 99  î 106’  119  ’ 332  ï 445  J 55S  > 

21^8  24^  c 

071  » 784  ’ ^ • 

Frayions  plus  grandes  qtte~‘~  • 

47  10  13  x6  19  22  355  10434S  3126S9 

jî  î?  4?  j5  6’  7*  113Î  33H5  ’ 9953^  ^ 

n4fi.if)S  5419351  8556320S  165707065  411557987 

364913  ’ >725033  5 27235615  ï 31746197  ^ 131002976 > 
1480524883  c, 

471265707  ’ ’ • , 

Chaque  frafiion  de  la  première  férié 
approche  plus  de  la  vérité  que  ne  peut  faire 
aucune  autre  fraéHon  exprimée  en  termes 
plus  {impies  , & qui  pécheroit  aufîi  par  dé- 
faut J & chaque  fraélion  de  la  fécondé  férié 
approche  aufli  plus  de  la  vérité  que  ne  peut 
Apre  aucune  autre  fraéHon  exprimée  en 
termes  plus  (impies  & péchant  par  excès. 

Au  reife  ces  fériés  deviendroient  fort 
prolixes  , (i  on  vouloir  *Ies  pouffer  auffi 
loin  qi^  nous  avons  fait  cçlle  des-  fraétions 
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principales  donnée  ci-deflus.  Les  bornes 
de  cet  Ouvrage  ne  nous  permettent  pas  de 
les  inférer  ici  dans  toute  leur  étendue  ; mais 
on  peut  les  trouver  au  befoin  dans  le  chap. 
XI  de  i’Algebre  de  Wallis , {Operum  Ma- 
themat.  vol.  IL) 

Remarque. 

22.  La  première  folution  de  ce  problème 
a été  donnée  par  Wallis  dans  un  petit  Traité 
qu’il  a joint  aux  Œuvres  pofthumes  d’Hor- 
rocius  , & on  la  retrouve  dans  l’endroit 
cité  de  fon  Algèbre  j mais  la  méthode  de 
cet  Auteur  eft  indircéle  &:  fort  laborieulè. 
Celle  que  nous  venons  de  donner  eft  due 
à Huyghens , & on  doit  la  regarder  comme 
une  des  principales  découvertes  de  ce  grand 
Géomètre.  La  conftruéHon  de  fon  auto-' 
mate  planétaire , paroît  en  avoir  été  l’oc- 
cafton.  En  effet  il  eft  clair  que  pour  pouvoir 
repréfentèr  exaélement  les  mouvemens  & 
les  périodes  des  planètes , il  faudroit  em- 
ployer des  roues  où  les  nombres  des  dents 
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fuffent  précifémentdans  les  mêmes  rapports 
que  les  périodes  dont  il  s’agit  j mais  comme 
on  ne  peut  pas  multiplier  les  dents  au-delà 
d’une  certaine  limite  dépendante  de  la 
grandeur  de.  la  roue , & que  d’ailleurs  les 
périodes  des  planètes  font  incommenfura- 
bles  , ou  du  moins  ne  peuvent  être  repré- 
fetitées  avec  une  certaine  exaêl^itude  que 
par  de  très-grands  nombres  ^ on  eft  obligé 
de  fe  contenter  d’un  à-peu-près , & la  dif- 
ficulté fe  réduit  à trouver  des  rapports  ex- 
primés en  plus  petits  nombres , qui  appro- 
chent autant  qu’il  eft  poflible  de  la  vérité , 
& plus  que  ne  pourroient  faire  d’autres 
rapports  quelconques  qui  ne  feroient  pas 
conçus  en  termes  plus  grands. 

M.  Huyghens  réfout  cette  queftion  par 
le  moyen  des  fraêHons  continues , comme 
nous  l’avons  fait  ci-deflus  j il  donne  la  ma- 
niéré de  former  ces  frayions  par  des  di- 
vifions  continuelles , & il  démontre  enfuite 
les  principales  propriétés  des  fraftions  con- 
vergentes qui  en  réfultent , fans  oublier 
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même  les  fraêHons  intermédiaires.  Voyez 
dans  fes  Opéra  pojlhuma  le  Traité  intitulé 
Defcriptio  automati  planetarii. 

D’autres  grands  Géomètres  ont  enfuite 
conjidéré  les  fraftions  continues  d’üne  ma- 
niéré plus  générale.  On  trouve  fur-tout  dans 
les  Commentaires  de  Pétersbourg , (tom. 
IX  & XI  des  anciens , & tom.  IX  & XI 
des  nouveaux  ) , des  Mémoires  de  M^ 
Euler  remplis  des  recherches  les  plus  fa- 
vantes  & les  plus  ingénieufes  fur  ce  fujet  ; 
mais  la  théorie  de  ces  fraélions , envifagée 
du  côté  arithmétique  qui  en  eft  le  plus  in- 
téreflfant , n’avoit  pas  encore  été , ce  me 
femble,  autant  cultivée  qu’elle  le  méritoit; 
c’eft  ce  qui  m’a  engagé  à en  compofcr  ce 
petit  Traité  pour  la  rendre  plus  familière 
aux  Géomètres.  Voyez  auffi  les  Mémoires 
de  Berlin  pour  les  années  1767  & 1768. 

Au  refte  cette  théorie  elî:  d’un  ufage  très- 
étendu  dans  toute  l’Arithmétique,  & il  y 
a peu  de  problèmes  de  cette  fcience , au 
moins  parmi  ceux  pour  lefquels  les  règles 
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ordinaires  ne  fuffifent  pas , qui  n’en  dépen- 
dent direftement  ou  indireftement.  M’’. 
Jean  Bernoulli  vient  d’en  faire  une  appli- 
cation heureufe  & utile  dans  une  nouvelle 
efpece  de  calcul  qu’il  a imaginé  pour  fa- 
ciliter la  conftruftion  des  tables  de  parties 
proportionnelles.  Voyez  le  tome  I de  fon 
Recueil  pour  les  AJlronomes. 
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PARAGRAPHE  IL 


Solutions  de  qUelques  Problèmes  curieux  & 
nouveaux  dl Arithmétique. 

(Quoique  les  problèmes  dont  nous 
allons  nous  occuper  aient  ^ un  rapport  im- 
médiat avec  le  précédent,  & dépendent 
des  mêmes  principes , nous  croyons  cepen- 
dant devoir  les  traiter  d’une  maniéré  di- 
reêle , & fans  rien  fuppofer  de  ce  qui  a 
été  démontré  Jufqu’ici. 

On  aura  par  ce  'moyen  la  fatisfaôion  de 
voir  comment  dans  ces  fortes  de  matières 
on  eft  néceflairement  conduit  à la  théorie 
des  fraftions  continues  ; d’ailleurs  cette 
théorie  en  deviendra  beaucoup  plus  lumi- 
neufe , & recevra  par-là  de  nouveaux  de- 
grés de  perfcéHon. 

é 

PROBLEME  I. 

23.  Etant  donnée  une  quantité pojitive  a, 
rationnelle  ou  non , & fuppofatit  que  p ^ q 
ne  puijfent  être  que  des  nombres  entiers  po- 
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V 

Jitîfs  ^'premiers  entr  eux , on  demande  de 
trou  ver  dts  valeurs  i/e  p 6*  q , telles  que  la. 
valeur  de  p — aq,  {ahJIraSion  faite  du  fgne) , 
fait  plus  petite  quelle  ne  feroit  y fi  on  donnait 
à P «S*  q des  valeurs  moindres  quelconques. 

Pour  pouvoir  réfoudre  ce  problème  di- 
reftement,  nous  commencerons  par  fup- 
pofer  que  l’on  ait  en  effet  déjà  trouvé  des 
valeurs  de  /j  & ^ qui  aient  les  conditions 
requifes } donc  prenant  pour  r& / des  nom- 
bres quelconques  entiers  pofitifs  moindres 
que  p ^ q y \\  faudra  que  la  valeur  de  p 
— aq  foit  moindre  que  celle  de  r — af,  abf- 
traéHon  faite  des  lignes  de  ces  deux  quan- 
tités, c’eft-à-dire  en  les  prenant  toutes  deux 
pofitivement.  Or  je  remarque  d’abord  que 
fi  les  nombres  r St  f font  tels  que  pf — qr 
=+ 1 , le  figne  fupérieur  ayant  lieu  lorfque 
p — eft  un  nombre  pofîtif,  & l’inférieur  ^ 
lorfque  p — aq  eft  un  nombre  négatif,  on 
en  peut  conclure  en  général  que  la  valeur 
de  toute  expreffion  y — a:^  fera  toujours 
plus  grande,  (abftra6ion  faite  du  ligne), 
que  celle  de  p—^aq^  tant  qu’on  ne  donnera 
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à & à y que  des  valeurs  entières , moin- 
dres que  celles  de  /?  & ç’. 

En  effet,  il  efl  clair  qu’on  peut  fuppofer 
en  général 

y^pt-\-ru^  & i=zqt-\-ru, 
tSi  U étant  deux  inconnues  j or  par  la  réfo- 
lution  de  ces  équations  on  a 


p/-‘ 


U 


— p'-pt  . 

r-pf* 


donc,  à caufe  de  pf-^qr=+i  , t=+{fy 
— & «=+(^y — pi);  d’où  l’on  voit 
que  t U feront  toujours  des  nombres  en- 
tiers , puifque  p , q , r y , { font  fup- 
pofés  entiers. 

Donc,  t Si  U étant  des  nombres  entiers, 
^ Pi  ‘1 1 ^1  f nombres  entiers  pofitifs , 
il  efl  clair  que  pour  que  les  valeurs  de  y 
& { foient  moindres  que  celles  de  p 8c  q y 
il  faudra  néceffairement  que  les  nombres 
t 8c  U foient  de  lignes  différens. 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur 
de  r — af  fera  aulTi  de  différent  ligne  que 
celle  de  p — aq  ; car  faifant  p — aq=.P  ^ 
& r — af=.R  , on  aura^=fl-[-^,  j-=a 


( 
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-\-y;  mais  l’équation  pf — qr=z+i , donne 
« — ?— donc  ^ -fi;  donc, 
puifqu’on  fuppofe  que  le  ligne  ambigu  foit 
pris  conformément  à celui  de  la  quantité, 
P — aq  OU  P , il  faudra  que  la  quantité^ 
— J foit  pofitive,  fi  P eft  pofitif,  & né- 
gative, fi  P efl:  négatif;  or  comme  / eft 
& que  R eft  plus  grand  que  P,  (Jiyp.) , 
il  eft  clair  que  j fera  à plus  forte  raifon  plus 
grand  que  (abftraéHon  faite  du  figne); 
doiic  la  quantité  y fera  toujours  de  figne 
différent  de^,  c’eft-à-dire  de  puifque 
f eft  pofitif  ; donc  P Sz  R feront  nécef- 
fairement  de  fignes  différens. 

Cela  pofé , on  aura , en  fubftituant  les 
valeurs  ci-deffus  de  jx  & y — a:^z=.{^p 

- — aq)t-\-{r — af)u=zPt-^Ru  ; or  / &:  u 
étant  de  fignes  différens,  auffi  bien  que  P 
& , il  eft  clair  que  Pt  & Ru  feront  des 

quantités  de  mêmes  fignes  ; donc  puifque 
t ôc  U font  d’ailleurs  des  nombres  entiers, 
il  eft  vifible  que  la  valeur  de  y — 1:^  fera 
toujours  plus  grande  que  P^  c’eft-à-dire 

que 
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que  la  valeur  de  p — aq , abftraiïition  faice 
des  figues.  • 

Mais  il  refie  maintenant  à favoir  fi  , les 
nombres  p & pétant  donnés,  on  peut  tou- 
jours trouver  des  nombres  r & y moindres 
que  ceux-là,  & tels  que  pf—qr—+i , les 
fignes  ambigus  étant  à volonté  ; or  cela  luit 
évidemment  de  la  théorie  des  fraftions  con- 
tinues ; mais  on  peut  aufil  le  démontrer  di- 
reftement  & indépendamment  de  cetiC 
théorie.  Car  la  difficulté  le  réduit  à prouver 
qu’il  exilte  néceflairement  un  nombre  entier 
poiitif  & moindre  que  p , lequel  étant  pris 
pour  /■,  rendra  q'^+i  divitîble  par  p;  or 
llippofons  qu’on  fubftitue  Cucceffivement  à 
la  place  de  r les  nombres  naturels  1,2, 
3 , &c.  jufqu’à  p y & qu’on  divifie  les  nom- 
bres ^+1,  + Pi 

on  aura  p , refies  moindres  quep,  qui  feront 
nécefiairement  tous  différens  les  uns  des 
autres;  car  fi,  par  exemple , niq-^i  & nq 
+ 1 , (/7z  &:  /Z  étant  des  nombres  entiers  dif- 
férens qui  ne  furpafient  pas  p ) , étant  di- 
vifés  par  p , donnoient  un  même  refte , il 
Tome  II.  F f 


à 
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eft  clair  que  leur  dilTérence , (^m  — ' 

devroit  êfre  divifible  par  p ; or  c’eft  ce  qui 
ne  fe  peut , à caufe  que  q eft  premier  à p,  | 
& que  m — n eft  un  nombre  moindre  que  p. 
Donc , puifque  tous  les  reftes  dont  il  s’agit , 3 

font  des  nombres  entiers  pofttifs  moindres  j 
que  p & différens  entr’eux , & que  ces  reftes 
font  au  nombre  de/> , il  eft  clair  qu’il  faudra  1 
néceflairement  que  le  zéro  fe  trouve  parmi 
ces  reftes,  & conféquemment  qu’il  y ait 
un  des  nombres  q + \ , zq+i , 3g+i , &c. 
pq-^i  , qui  foit  divifible  par  ; or  il  eft  clair 
que  ce  ne  peut  erre  le  dernier;  ainfi  il  y 
aura  furement  une  valeur  de  r moindre  que 
'/J,  laquelle  rendra  rq+i  divifible  par  p; 

& il  eft  clair  en  même  temps  que  le  quotient 
fera  moindre  que  q y donc  il  y aura  tou- 
jours une  valeur  entière  & pofitive  de  r 
moindre  que/?,  & une  autre  valeur  pareille 
"de  / & moindre  que  q , lefquelles  fatisfe- 
ront  à l’équation  ou  pf-qr=:.-j-i. 

24.  La  queftion  eft  donc  réduite  main- 
tenant à trouver  quatre  nombres  entiers  & 
pofitifs,  p i q,  f,  dont  les  deux  derniers 


V 
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foient  moindres  que  les  premiers,  c’eft-à- 
dire  & qui  foient  tels  que 

pf — qr—+i  , que  de  plus  les  quantités  p 
— aq  & r — af  foient  de  lignes  différens , 
& qu’en  même  temps  r — af  foit  une  quan- 
tité plus  grande  que  p — aq,  abftraftion 
faite  des  lignes. 

Délignons , pour  plus  de  limplicité , r par 
p'  par  q' , en  forte  que  l’on  ait  pq' — qp" 
=+i  ; & comme  q^q\  {hyp.),  f^itV 
le  quotient  qui  proviendroit  de  la  divilion 
de  q par  q' , & foit  le  relie  q" , qui  fera 
par  conféquent  <[  q'  ,•  foit  de  même  le 
quotient  de  la  divilion  de  q'  par  ^",  &cq"' 
le  relie,  qui  fera  pareillement  foit 

le  quotient  de  la  divilion  de  q"  par  q'" , 
& q""  le  relie  <;  q'" , & ainli  de  fuite,  juf- 
qu’à  ce  qu’on  parvienne  à un  relie  nul  i on 
aura  de  cette  maniéré 

? +?" 

q"  = H-"q"'~\-q"' 
q"'z=z  ^'"q"J^q^^  Çfc. 

où  les  nombres  f-"  ■>  &c.  feront  tous 
entiers  & politifs , & où  les  nombres  q^  q' , 


i 
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ÿ”,  q'" , &c.  feront  aiiffi  entiers  pofitifs, 
& formeront  une  fui^e  décroiffante  jufqu’à 
zéro. 

Suppofons  pareillement 

P +/>'■ 

P'  ==>^'p"  +/>'" 

p"  = IUL"P"'  -^p"' 

P =■  H-  P -\~p  , Cj’C. 

Et  comme  les  nombres  pSip'  font  regardés 
ici  comme  donnés , au/fi  bien  que  les  nom- 
bres(S’c.  on  pourra  déterminer 
par  ces  équations  les  nombres p” , p'"  f p"', 
&c.  qui  feront  évidemment  tous  entiers. 

Maintenant,  comme  on  doit  avoir  pq" 
— qp'=+i , on  aura  aufïi,  en  fubftituant 
les  valeurs  précédentes  de  p & ^ & effa- 
çant ce  qui  fe  détruit,  p"  q'  — q"p'  =+i 
& fubflituant  de  nouveau  dans  cetre  équa- 
tion les  valeurs  de  p'  & 9',  il  viendra  p" 
q'"  — q"p'"=^i  , & ainfi  de  fuite  j de 
forte  qu’on  aura  en  général 


P^' 

— qp' 

— ±1 

p'q" 

— ^'p" 

=+I 

p"r 

— q"p'" 

p"'q"' 

~q-'p- 

— , 6*^ 
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Donc,  fi  ÿ"',  par  exemple,  étoit  nul, 
on  auroit  — cj" p"‘=z+^  ; donc  q"=z\  & 
/>"'=  + ! ; mais  fi  q"’  étoit  =0,  on  auroit 

q'"  p'"  z=.^l  ; donc  q"'=i\  & + i j 

donc  en  général,  fi  qf—o^  on  aura  qf~^ 
= 1 ; & enfuite  pfz^+i  , li  p eil  pair,  & 
pf=.^i , fi  P eft  impair. 

Or,  comme  on  ne  fait  pas  d’avance 
fi  c’eft  le  Tigne  fupérieur  ou  l’inférieur  qui 
doit  avoir  lieu  , il  faudroit  fuppofer  fuc- 
ceffivement  p'‘=:i  & = — i i mais  je  re- 
marque que  l’on  peut  toujours  ramener  l’un 
de  ces  cas  à l’autre  ; & pour  cela  il  eft  clair 
qu’il  fuftit  de  prouver  qu’on'  peut  toujours 
faire  en  forte  que- le  p du  terme  ^fqui  doit 
être  nul , foit  pair  ou  impair  à volonté. 
En  effet , fuppofons  , par  exemple , que  q"* 
foit=o,  on  aura  donc 
c’eftà-dire  q''z=.i  ou  >2,  à caufe  que 
les  nombres  q\  q'\  &C.  forment  natu- 
rellement une  férié  décroiffante  ; donc , 
puifque  q"=zfj-''  q'"--\-q"'.,  on  aura  q"=zfj^'\ 
de  forte  que  fera  = ou  >■  2 ; ainfi  011 
pourra,  fi  l’on  veut,  diminuer  /-t"  d’une 

Ff  iij 
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unité , fans  que  ce  nombre  devienne  nul , 
& alors  qui  étoit  —o , deviendra  =i  , 
& fera  =o  ; car  mettant  — i à la 

place  de  , on  aura  = — i)j'“ 

+ mais  , ^'”=1;  donc  q''’=z\‘^ 

enfuite  ayant  y" + , c’eft-à-dire 

y on  aura  néceflairement /*"* 

:z=i  & q''=.o.  - ' i 

De-lâ  on  peut  donc  conclure  fen  général 
que,  n ^fi=o,  on  aura  qf-'-—!  & ^f=+i, 
le  ligne  ambigu  étant  à volonté. 

Maintenant , fi  on  fubftitue  les  valeurs 
6e  P &L  q données  par  les  formules  précé- 
dentes dans  P — aq  y celles  de  p'  & q'  dans 
p" — aq' y & ainfi  des  autres,  on  aura 


P —aq  =/*  {p'  —aq'  )^p"—aq" 
p'  — aq'  —H''  {p" — aq")-^p'" — aq'" 
P"  —àq"=H-"  {p'"^aq'")^p"'—aq"' 
P'"  —aq'"=f-"^ip"'  —aq"')+p^  -^aq\ 
&c, 

d’où  l’on  tire 


A* 


_ aq"—p"  p—aq 

p' — aq'  ‘ p'. — aq' 
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r I P 

p"^aq"'  ‘ /7"  — c.y’ 


P I r zii 

p"\ — aq'"  ' p'" — aq'" 

^ *%v  ••  • I ï ^ I î * 

^T.  + 

/>  — aq^  ' 

Or  comme,  {hyp.'),  les  quantités p — aq 
& p' — aq'  font  de  fignes  différens,  & que 
de  plus  p' — aq'  doit  être  , (abftraftion  faite 

des  fignes)  >p — aq^  il  s’enfuit  que^^ — 

fera  line  quantité  négative  & plus  petite  que 
l’unité.  Donc , pour  que  h-  foit  un  nombre 
entier  pofitif , comme  il  le  faut , il  eft  clair 

que  doit  être  une  quantité  pofi- 

tive  plus  grande  que  l’unité  j & il  efl:  vi- 
fible  en  même  temps  que  m-  ne  peut  être 
que  le  nombre  entier , qui  eft  immédiate- 

d * ap.»  n*  * i 

ment  moindre  que  — c’eft-à  dire, 

^ p — aq'  ' 

qui  eft  contenu  entre  ces  limites  ^ 

p'—aq' 

aq" — p"  ..  p — -aq 

& — S 1 ; car  puifque  — y \ 

p' — aq  r T 

' F f iv 


p"—aq 
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> O & < I , on  aura  , — — , & 

P 

^r-p" 


> 


■I. 


De  même , puifque  nous  venons  de  voir 
que  — — doit  être  une  quantité  pofî- 
tive  plus  grande  que  l’unité , il  s’enfuit  que 

p'—aq'  . , , . , 

lera  une  quantité  négative  plus 

petite  que  l’unité , ( je  dis  plus  petite  que 
l’unité,  en  faifant  abftraêlion  du  ligne). 
Donc , pour  que  /*'  foii  un  nombre  entier 

pofitif,  il  faudra  que - foit  une 

quantité  pofitive  plus  grande  que  l’unité, 
& le  nombre  a*'  ne  pourra  être  par  confé- 
quent  que  le  nombre  entier,  qui  fera  im- 
médiatement au-deffus  de  la  quantité 
aq"‘ — p"' 
p"—aq"' 

On  prouvera  de  la  même  maniéré  & par 
la  confidération , que  [<'  doit  être  un  nom- 

bre  entier  polîtif,  que  la  quantité 
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fera  néceflairement  pofitive  & au-deflus  de 
l’unité  , & que  ne  pourra  être  que  Je 
nombre  entier  , qui  fera  immédiatement 
au-deflbus  de  la  même  quantité,  & ainlî 
de  fuite. 

Il  s’enfuit  de-Ià,  1°.  que  les  quantités 
P — aq , p'' — £2^',  p"  — aq"  ^ &c.  feront  fuc- 
ceffivement  de  lignes  différens,  c’eft-à-d. 
alternativement  politives  & négatives , & 
qu’elles  formeront  une  fuite  continuellement 
croiflànte  ; 2®.  que  fi  on  déligne  par  le  figne 
< le  nombre  entier , qui  eft  immédiate- 
ment moindre  que  la  valeur  de  la  quantité  , 
placée  après  ce  figne  , on  aura  pour  la  dé- 
termination des  nombres  , &c. 


^ < 


^9  —P 

p'  — aq^ 
aq"' — p'" 
p"  — aq" 


*,111 


P —^9 


«S’C. 


Or  nous  avons  vu  plus  haut  que  la  férié 
9 ■>  9'  ■>  9"  i terminer  par  zéro, 

& qu’alors  le  terme  précédent  fera  = i , & 
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le  terme  correfpondant  à zéro  dans  l’autre 
férié  /?,  p\  /?",  6’c.  fera=+*  à volonté. 

Ainfi  fuppofons , par  exemple , que  l’on 
ait  on  aura  donc  ^'"=i  & p"’—i  j 

donc  p'" — af'=p"' — a,  & p"'—aq"'=i-, 
donc  il  faudra  que  p'" — a foit  une  quantité 
négative  & moindre  que  i , abftraélion 
faite  du  ligne  ; c’eft-à-dire  que  a — p"^  devra 
être  >o  & < I j de  forte  que  p"'  ne  pourra 
être  que  le  nombre  entier , qui  fera  immé- 
diatement au-deffous  de  a;  on  connoîtra 
donc  les  valeurs  de  ces  quatre  termes 

' p"’—i  ^"'=0 

p"'Ca  f'=i, 

à l’aide  defquelles  on  pourra , en  remontant 
par  les  formûles  ci-deffus , trouver  tous  les 
termes  précédens.  En  effet  on  aura  d’abord 
la  valeur  de  , enfuite  on  aura  p”  & q"  par 
les  formules  & q''=zfx"'q"^ 

-fy’’ } de- là  on  trouvera  & enfuite  , 
& ainfi  du  refte. 

En  général  foit  ^'=0,  on  aura  & 
; & on  prouvera,  comme  ci-deffus, 
que  />'■*  ne  pourra  être  que  le  nombre  entier 
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qui  eft  immédiatement  au-deflbus  de  a;  de 
forte  qu’on  aura  ces  quatre  termes 
=1  qf  =0 
pf-^Ca 

enfuite  on  aura 


nf-î 


açf  — Kf  ^ I 

uf-2  ^ 2 2 — 

^pP-'  — a—pp-^  ' 

, aqP-^-\-pP~^ 


pf-3  =f^P-‘i + pP-* , qP-^+q^~^  t 

& ainfi  de  fuite. 

On  pourra  donc  remonter  de  cette  ma- 
niéré aux  premiers  termes p8i  q s mais  nous 
remarquerons  que  tous  les  termes  fuivans , 
p' , q' , p" , q'' , &c.  jouiffent  des  mêmes 
propriétés  que  ceux-là,  & réfolvent  éga- 
lement le  problème  propofé.  Car  il  eft  vi- 
fible  par  les  formules  précédentes  que  les 
nombres  p^  p' , p" , & q , , q" , 

font  tous  entiers  pofttifs , & forment  deux 
fériés  continuellement  décroiffantes , dont 
la  première  fe  termine  par  Tunité , & la  fé- 
condé par  zéro. 
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De  plus , on  a vu  cjue  ces  nombres  font 
tels,  que  pq' — ^p'q" — q'p"~^\, 
&c,  & que  les  quantités  p — aq  ^ p'  — a^', 
p" — a<f' , ùc,  font  alternativement  pofitives 
& négatives,  & forment  en  même  temps 
une  fuite  continuellement  croiffante.  D’où 
il  fuit  que  les  mêmes  conditions  qui  ont  lieu 
entre  les  quatre  non|||||^es  p , q , r^f,  ou  p y 
q-,  p\  -,  & d’où  dépend  la  folution  du 
problème,  comme  on  l’a  vu  plus  haut,  ont 
lieu  également  entre  les  nombres  />' , , 

p" , & entre  ceux-ci , /j"  , q"  , p'" , q"\ 

& ainfi  de  fuite. 

Donc , en  commençant  par  les  derniers 
termes  /?f  & & remontant  toujours  par 

les  formules  qu’on  vient  de  trouver,  on 
aura  fucceffivement  toutes  les  valeurs  de  p 
& q qui  peuvent  réfoudre  la  queftion  pro- 
pofée. 

25.  Comme  les  valeurs  des  termes  pf, 
&c.  qfy  &c.  font  indépendantes  de 
l’expofant  p , nous  pouvons  en  faire  abf- 
traélion , & défigner  les  termes  de  ces  deux 
fériés  croiflantes  de  cette  maniéré. 
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F 1 Fi  P •>  P i P 

ainfi  nous  aurons  les  déterminations  fui- 
vantes , 

f=o^ 

^'=1 
f=H-' 

&c. 


P—i  . 

p'  =y- 

ÿ'=p}  f -]-i 

p'"zz=.  /x"  p^'  -|- p^ 
p"=:/x"'p'"-\-  p'^ 
&C. 

Enfuite 

/“  < a 
P'^- 


aq—p 

aq'—p 


7< 


< 

M"< 
yu”‘< 

OÙ  le  ligne  < dénote  le  nombre  entier  qui 
eft  immédiatement  moindre  que  la  valeur 
de  la  quantité  placée  après  ce  ligne. 

On  trouvera  ainli  fucceffivement  toutes 
les  valeurs  de  ^ qui  pourront  fatisfaire 


n” 

P 

f- 

~af 

a q 

—P 

fl 

n’" 

aq 

P 

d'’  - 

— —IV 

—aa 
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au  problème , ces  valeurs  ne  pouvant  être 
que  les  termes  correlpondans  des  deux  fériés 

f •> P' •> P" ■>  & q% 

Corollaire  I. 


16.  Si  on  fait  - 


aq'—p' 

^_aq'~p' 

' ^11  — X.I  ï 

P —^q 

d=r-^r  g,,,  \ ' • 

or)  aura,  comme  il  eft  facile  de  le  voir, 

b=-l- 

a — ... 


b — iJ> 


& /^<a,  6’c.  donc 

les  nombres  At  5 /*',  6’c.  ne  feront  autre 

chofe  que  ceux  que  nous  avons  défgnés 
par  *>  y->  &c.  dans  l’art.  3 , c’eft-à-dire 

que  ces  nombres  feront  les  termes  deJa 

* rtti» 
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fra^^lon  continue  qui  repréfente  la  valeur 
de  a , en  forte  que  l’on  aura  ici 

fx."  + , &C. 

Par  conféquent  les  nombres  p' , p",  p'" , 
&c,  feront  les  numérateurs , & q"\ 

&c.  les  dénominateurs  des  fraéHons  con- 
vergentes vers  a , fraélions  que  nous  avons 

ABC 

défignées  ci-devant  par  , ^c. 

(art.  10).  * • , 


Ainfi  tout  fe  réduit  à Convertir  la  valeur 
de  a en  une  fraéHon  continue , dont  tous 
les  termes  foient  pofitifs , ce  qu’on  peut 
exécuter  par  les  méthodes  expofées  plus 
haut , pourvu  qu’on  ait  foin  de  prendre 
toujours  les  valeurs  approchées  en  défaut; 
enl’uite  il  n’y  aura  plus  qu’à  former  la  fuite 
des  fraftions  principales  convergentes  vers 
a , & les  termes  de  chacune  de  ces  frac- 

s 

tions  donneront  des  valeurs  de  ^ , qui 
rélbudront  le  problème  propolë  ; de  forte 
que  J ne  pourra  être  qu’une  de  ces  même* 
fractions. 
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Corollaire  IL 

27.  Il  réfulte  de -là  une  nouvelle  pro- 
priété des  fiafHons  dont  nous  parlons  j 
ç’eft  que  nommant  ^ une  des  fraéHons 
principales  convergentes  vers  a,  (pourvu 
qu’elles  foiént  déduites  d’urle  fraftion  con- 
tinue , dont  tous  les  termes  foientpofitifs) , 
la  quantité  p — aq  aura  toujours  une  valeur 
plus  petite , ( abftraéHon  faite  du  ligne  ) , 
quelle  n’auroit,  fi  on  y meitoit  à la  place 
de  & 7 d’autres  nombres  moindres  quel- 
conques. 

PROBLEME  IL 

28.  Etant  propofée  la  quantité 
Ap”-i-Bp™-*q-t-Cp'"~^q'  + , &c. +Vq”, 
dans  laquelle  A , B , C p&ic.font  des  nom- 
bres entiers  donnés  pojitifs  ou  négatifs,  Ù 
où  P & défont  des  nombres  indéterminés  quoti 
fuppofe  devoir  être  entiers  & pofîtifs  ; on  de- 
mande quelles  valeurs  on  doit  donner  àp&c[,  ■ 
pour  que  la  quantité  propofée  devienne  la  plus 
petite  qu  il  ef  poffible. 

Soient  <*,  /3,  y,  &c.  les  racines  réelles, 


DiQ!t!2' 
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& f^+vy/—i , rr+py/—i , &c.  les  racines 
imaginaires  de  l’équation 

&c.  -j-r=o, 
on  aura  par  la  théorie  des  équations  A p”^ 

6’C. 

(/?-(/*+*'  \/- 1 )q) 

{p  — (7t-py/ -l)q)....z=zA(^p—aq)  (p—^q) 
ip-yq)...  {{p-H-qY+  <^Y) iip-^qy+  pY)... 

Donc  la  queftion  fe  réduit  à faire  en  ■ 
forte  que  le  produit  des  quantités  p — ' 
p — ^q,p  — yq,  &c.^  (/P— 

— >77  q)- Y P y » &c.  foit  le  plus  petit  qu’il 
eft  pofuble , tant  que  p Si.  q font  des  nom- 
bres entiers  pofitifs.  ’ 

Suppofons  qu’on  ait  trouvé  les  valeurs 
de  P Si  q qui  répondent  au  minimum  ; & 
fi  l’on  met  à la  .place  de  ^ & y d’autres 
nombres  moindres,  il  faudra  que  le  pro- 
duit dont  il  s’agit,  acquière  une  valeur 
plus  grande.  Donc  il  faudra  néceffairement 
que.  quelqu’un  des  fafteurs  augmente  de 
valeur.  Or  il  eft  vilîble  que  fi  <*,  par  exemp. 
iToma  II.  G g 
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étoit  négatif,  le  faéfeur p — diminueroit 
toujours , lorfque  p &z  ^ décroîtroient  j la 
même  chofe  arriveroit  au  faêfeur  {p—H-q)' 
iiAiéîolt  négatif,  & ainfi  des  au- 
tres ; d’cù  il  s’enfuit  que  parmi  les  fafteurs 
fimples  réels  il  n’y  a que  ceux  où  les  ra- 
cines {'ont  pof  tives , qui  puiffent  augmenter 
de  valeur  j & parmi  les  faéfeurs  doubles 
imaginaires,  il  n’y  aura  que  ceux  où  la 
partie  réelle  de  la  racine  imaginaire  fera 
pofitive,  qui  puiffent  augmenter  auffij  de 
plus  il  faut  remarquer  à l’égard  de  ces  der- 
niers, que  pour  que  {p — /*?)'-}-’'* aug- 
mente tandis  que  p Sc  q diminuent , il  faut 
néceffairement  que  la  partie  (p — f^qY  aug- 
mente, parce  que  l’autre  terme  v^q'  diminue 
nécelîairement  j de  forte  que  l’augmenta- 
tion de  ce  faéleur  dépendra  de  la  quantité 
p — M-q,  & ainfi  des  autres. 

Ponc  les  valeurs  de/?  & ^ qui  répondetit 
au  minimum  , doivent  être  telles  que  la 
quantité  p — aq  augmente , en  donnant  à p 
q des  valeurs  moindres , & prenant  pour 
a une  des  racines  réelles  pofitives  de  l’équa- 
tion 


■j(  : 'le 
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&C.  -pFbro, 

ou  une  des  parties  réelles  pofitives  des 
racines  imaginaires  de  la  même  équation  , 
s’il  y en  a. 

Soient  r Si  f deux  nombres  entiers  po- 
fitifs  moindres  que  p Si  q ; il  faudra  donc 
qué  r — û/foit  >/j  — aq , (abftraftion  faite 
du  ligne  de  ces  deux  quantités).  Qu’on  fu[> 
pofe , comme  dans  l’article  23  , que  ces 
nombres  foient  tels  que  pf — qrz=i-^i  , le 
figne  fupérieur  ayant  lieu , lorfque  p — aq 
elt  pofîtive  ; & l’inférieur,  lorfque  p — aq 
eft  négative  ; en  forte  que  les  deux  quan- 
tités p — aqSi'r — a/^deviennent  de  différens 
f gnes , & l’on  aura  exaétemem  le  cas  au- 
quel nous  avons  réduit  le  problème  pré- 
cédent , ( art.  24) , & dont  nous  avons  déjà 
donné  la  folution. 

Donc  , (art.  26 ) , les  valeurs  de  /?  & 7 
devront  nécelTairement  fe  trouver  parmi 
les  termes  des  fraéHons  principales  conver- 
gentes vers  a , c’eft-à-dire  vers  quelqu’une 
des  quantités  que  nous  avons  dit  pouvoir  ^ 
être'prifes  pour  a:  Ainf  il  faudra  réduire 
' Gg  ij 
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toutes  ces  quantités  en  fraftions  continues , 
(ce  qu’on  pourra  exécuter  facilement  par 
les  méthodes  enfeignées  ailleurs  ) , & en 
déduire  enfuite  les  fraélions  convergentes 
dont  il  s’agit , après  quoi  on  fera  fucceffi- 
vement  p égal  à tous  les  numérateurs  de 
ces  fraftions , &:  q égal  aux  dénominateurs 
çorrefpondans,  & celle  de  ces  fuppofîtions 
qui  donnera  la  moindre  valeur  de  la  fonc- 
tion propofée  , fera  néceffairement  auffi 
celle  qui  répondra  au  minimum  cherché. 

Remarque  I. 

* 

29.  Nous  avons  fuppofé  que  les  nombres 
/5  & ^ dévoient  être  tous  deux  pofîtifs  j il  eft 
clair  que  fi  on  les  prenoit  tous  deux  né- 
gatifs, il  n’en  réfulteroit  aucun  changement 
dans  la  valeur  abfolue  de  la  formule  propo- 
fée; elle  ne  feroit  que  changer  de  figne 
dans  le  cas  où  l’expofant  m feroit  impair; 
& elle  demeureroit  abfolument  la  même, 
dans  le  cas  où  l’expolànt  m feroit  pair  ; ainfî 
il  n’importe  quels  fignes  on  donne  aux  nom-, 
bres q ■>  lorfqu’on  les fiippofe  tous  deux 
de  mêmes  fignes. 
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Mais  il  n’en  fera  pas  de  même,  fi  on 
donne  k p q des  lignes  difFérens  ; car 
alors  les  termes  alternatifs  de  l’équation 
propofée  changeront  de  figne , ce  qui  en 
fera  changer  auffi  aux  racines  y,  &c. 

yti  + rv/— I»  7r+p\/—i  , &c.  de  forte  que 
celles  des  quantités  /3,  6-c.  yu , w,  6-c, 

qui  étoient  négatives,  & par  conféquent 
inutiles  dans  le  premier  cas,  deviendront 
pofitives  dans  celui-ci , & devront  être  em- 
ployées à la  place  des  autres. 

De-là  je  conclus  en  général  que  lorfqu’on 
recherche  le  minimum  de  la  formule  pro- 
pofée fans  autre  reftriêlion  , finon  qiie  p 
& q foient  des  nombres  entiers  , il  faut 
prendre  fucceffivement  pour  a toutes  les 
racines  réelles  ô-c.  & toutes  les 

parties  réelles  &c.  des  racines  ima- 

ginaires de  l’équation 

&c.  -\-V=o, 
en  faifant  abftraêHon  des  fignes  de  ces 
quantités  j mais  enfuîte  il  faudra  donner  à 
P q les  mêmes  fignes,  ou  des  fignes  dif- 
férens , fuivant  que  la  quantité  qu’on  aura 

Gg  iij 
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prHe  pour  a , aura  eu  originairement  le 

Tigne  pofitif  ou  le  ligne  négatif. 

♦ 

Remarque  IL 

J 

30.  Lorfque  parmi  les  racines  réelles  «» 
(i,  y,  &c.  il  y en  a de  commenfurables , 
alors  il  eft  clair  que  la  quantité  propofée 
deviendra  nulle , en  feifant  ^ égal  à une  de 
ces  racines  -,  de  forte  que  dans  ce  cas  il 
n’y  aura  pas , à proprement  parler , de  mi- 
nimum i dans  tous  les  autres  cas  il  fera  im- 
polîible  que  la  quantité  dont  il  s’agit  de- 
vienne zéro , tant  que  ^ feront  des 
nombres  entiers  ; or  comme  les  coefficiens 
A , B , C , &c,  font  aufli  des  nombres  en- 
tiers , {hyp.)  cette  quantité  fera  toujours 
égale  à un  nombre  entier , & par  confé- 
quent  elle  ne  pourra  jamais  être  moindre 
que  l’unité. 

Donc  fi  on  avoit  à réfoudre  en  nombres 
entiers  l’équation 

il  faudroit  chercher  les  valeurs  àe  p èc  q 
par  la  méthode  du  problème  précédent. 
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excepté  dans  les  cas'où  l’équation 

+ &c.  +F=o, 

auroit  des  racines  ou  des  divifeurs  quelcon- 
ques commenfurables  ; car  alors  il  eft  vi- 
fible  que  la  quantité 

pourroit  fe  décompofer  en  deux  ou  plu- 
fieurs  quantités  femblables  de  degrés  moin- 
dres ; de  forte  qu’il  faudroir  que  chacune 
de  ces  formules  partielles  fût  égale  à l’unité 
en  particulier  , ce  qui  donneroit  pour  le 
moins  deux  équations  qui  ferviroient  à dé- 
terminer P q. 

Nous  avons  déjà  donné  ailleurs,  {Mé- 
moires de  'r Académie  de  Berlin  pour  L'année 
iy68)y  une  folution  de  ce  dernier  pro- 
blème ; mais  celle  que  nous  venons  d’in- 
diquer eft  beaucoup  plus  fimple  & plus  di- 
reéle,  quoique  toutes  les  deux  dépendent 
de  la  même  théorie  des  fraftions  continues. 


Gg  iv 
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3 1 , On  demande  les  valeurs  de  ^ & de 
qui  rendront  la  quantité 
> Ap^-j-Bpq-j-Cq* 

la  plus  petite  quil  ejl  pojjible  , dans  Vhy^ 
pothefe  qu  on  n admette  pour  p 6*  q qu^  des 
nombres  entiers. 

Ce  problème  n’eft,  comme  l’on  voit, 
qu’un  cas  particulier  du  précédent  j mais 
nous  avons  cru  devoir  le  traiter  en  parti- 
culier , parce  qu’il  eft  fufceptible  d’une  fo- 
lurion  très-fimple  & très-élégante , & que 
d’ailleurs  nous  aurons  dans  la  fuite  occafion 
d’en  faire  ufage  dans  la  réfolution'des  équa- 
tions du  fécond  degré  à deux  inconnues, 
en  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode  générale  il  faudra 
donc  commencer  par  chercher  les  racines 
de  l’équation 

lefquelles  font,  comme  l’on  fait, 
xA 
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Or,  eft  égal  à un  nom- 

bre carré , les  deux  racines  feront  commen- 
furables , & il  n’y  aura  point  de  minimum 
proprement  dit , parce  que  la  quantité  Ap' 
pourra  devenir  nulle. 

2°.  Si  B' — /[AC  n’eft  pas  carré,  alors 

les  deux  racines  feront  irrationnelles  ou 

«• 

imaginaires,  fuivant  que  — /[AC  fera 
> ou  <0,  ce  qui  fait  deux  cas  qu’il  faut 
confidérer  féparément  j nous  commence- 
rons par  le  dernier , qui  eft  le  plus  facile 
à réfoudre. 

Premier  Cas  lorfque  — 4AC<o. 

3 2.  Les  deux  racines  étant  dans  ce  cas 
imaginaires,  on  aura  ^ pour  la  partie  toute 
réelle  de  ces  racines,  laquelle  devra  par 
conféquent  être  prife  pour  a.  Ainfî  il  n’y 
aura  qu’à  réduire  la  fraftion  ^ , (en  faîfant 
abftraftion  du  ligne  qu’elle  peut  avoir  ) , 
en  fraftion  continùe  par  la  méthode  de 
l’art.  4 , & en  déduire  enfuiteja  férié  des 
fraftions  convergentes , ( art.  10),  laquelle 
fera  néceBairement  terminée,  cela  fait, 
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on  effayera  fuccefllvement  pour  p les  nu- 
mérateurs de  ces  fcaftions ,,  & pour  q les 
dénominateurs  correfpondans  , en  ayant 
foin  de  donner  à ^ les  mêmes  lignes 
ou  des  lignes  diflerens , fuivant  que  fera 
un  nombre  politif  ou  négatif.  On  trouvera 
de  cette  maniéré  les  valeurs  de  /?  & y , qui 
peuvent  rendre  la  formule  propofée  un 
moindre» 

Exemple. 


Soit  propofée  , par  exemple  , là  quantité 
49p^— Z38pq+29oq*. 

On  aura  donc  ici  B= — 238, 

^=290;  donc  B"" — 4>^C=:^i96,  & ^ 
Opérant  donc  fur  cette  frac- 
tion de  la  maniéré  enfeignée  dans  l’art.  4 , 
on  trouvera  les  quotiens  2 , 2 , 3 , à l’aide 
defquels  on  formera  ces  fraftions,  (voyez 
l’art.  20), 

2,  2,  3. 

L 1 1 il 

^ O*  j>  7* 

De  forte  que  les  nombres  à effayer  feront 
J,  2,  5,  i7pour/7,&o,  I,  2,  7 pourri 
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or  défignant  par  P la  quantité  propofée , 
on  trouvera 

P q P 

1 O 49 

2 I lO 

5 ^ 5 

17  7 49; 

d’où  l’on  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  P 
eft  5 , laquelle  réfulte  de  ces  fuppofitions 
& q=i  ; ainfi  on  peut  conclure  en 
général  que  la  formule  propofée  ne  pourra 
jamais  devenir,  plus  petite  que  5 , tant  que 
p^q  feront  des  nombres  entiers  ; de  forte 
que  le  minimum  aura  lieu,  lorfque  p=-^ 
& ^=2. 

Second  Cas  lorfque  B’  — ^AC'^o. 

33.  Comme  dans  le  cas  préfent  l’équa- 
tion a deux  racines' 

réelles  irrationnelles , il  faudra  les  réduire 
l’ime  & l’autre  en  fraflions  continues.  Cette 
opération  peut  fe  faire  avec  la  plus  grande 
facilité  par  une  méthode  particulière  que 
nous  avons  expôfée  ailleurs,  & que  nous 


I 
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croyons  devoir  rapeler  ici,  d’autant  qu’elle' 
fe  déduit  naturellement  des  formules  de 
l’article  2 5 , & qu’elle  renferme  d’ailleurs 
tous  • les  principes  néceffaires  pour  la  folu- 
tion  complette  & générale  du  problème 
propofé. 

Dénotons  donc  par  a la  racine  qu’on  a 
deffein  de  convertir  en  fraélion  continue , 
& que  nous  fuppoferons  toujours  pofitive , 
& foit  en  même  temps  b l’autre  racine , on 
aura,  comme  l’on  fait,  a-\-b=. — ^ , & 

I c i x/{B^—4AC) 

ab=.-.;  dou  a — b=. — ^ -j- 


petite 


donc 


-B-k-VE 


-B-VE 


OU  bien  en  faifant , pour  abréger , ■ 

B' — j^A  C=E , . 

a — h=}~  ^ où  le  radical  E peut  être 
pofitif  ou  négatif}  il  fera  pofitif,  lorfque 
la  racine  a fera  la  plus  grande  des  deux , 
& négatif,  lorfque  cette  racine  fera  la  plus 


“ — > • 

Maintenant , (î  on  conferve  les  mêmes 
dénominations  de  l’art.  25 , il  n’y  aura  qu’à 
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fubflituer  à la  place  de  a la  valeur  précé- 
dente , & la  difficulté  ne  ^onfiftera  qu’à 
pouvoir  déterminer  facilement  les  valeurs 
entières  approchées  h-'  > , /*'" , &c. 

Pour  faciliter  ces  déterminations  , je 
multiplie  le  haut  & le  bas  des  fraélions  , 


pO_^o  a g'— P' 


aq'"-p' 


■ I»  ~>ii  > 


aq' — p'  ’ p"  — aq 
peftivement  par  A (hq'—p'  A{p' bq"), 
A{bq"' — />"■),  &c.  & comme  on  a 
A{p'^  — cuf){p^—bq^)  = A 

A(aq'—p')  {hq^-—p')—Ap'-~A {a-\^b)p'f 
— A ab  q'z=zAp'  B p"  q'  -\-C  q^ , 


A (/>” — aq"'')  (/>“ — bq"')=Ap' — A{a-\-b') 
p"q" — Aabq'z=.Ap^-\-Bp"q" -\~Cf  , <S*c, 


A {p’‘—aq°)(J>q'—p')=-t^A-\B—\y/E  , 
A(aq' — />')(/>" — bq^'):=z — Ap'p"-\-Aap"q^ 
, -\-A  b p'q"  — A a b q'q"  = — A p'p"  — C q'q" 

—\B {p'fAr^'f)  +i  (pY—fP') , 

A (p"—aq")  {bq"'—p'^')=-Ap"p'"+Aap"y^ 
+Abp'  'q"  '—Aabq'  'q'"- -Ap'  'p'" — Cfq"^ 

— 0'-)> 
& ainfi  de  fuite , je  fais , pour  abréger , 


P°z=A 

P'=4k+Bp'q'~^Cf 

P^'—Âp-^  J^Bp"q"^C  f 
* * * * * * 
P'"=:Ap^  +Pp"Y'+Cf,  &C. 

Q°  = 

Q-  —Af.  _|_i^ 

Q"  = ^p'p"  + ^-B  {p'q'  ■+  q'p'  •)  +Cq'f 

Q " = Ap'  y"  + jB(p'  'f'fq'  'Y')+Cq'  ' f\ 

. &c. 

J'aurai , à caufe  de  p"q' — q"p'=i , p"'f 

, p"'y"—q'Y'=i  , &c.  les 
formules  fuivantes , 

-<2°+yi 


/*  < 


< 


/*'■  < 


-Q:~WE 

P' 


/*”<  , &c. 

Or  fi  dans  l’expreflion  de  Q"  on  met 
pour p"  & q"  leurs  valeurs  h' p'-\-'^  ^ ^ 
elle  deviendra  ; de  même  fi  on 

fubftitue  dans  l’exprefllon  de  Q"‘  pour  p'" 
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& q'"  leurs  valeurs 

elle  fe  changera  en  h-"P"-\-Q^'  , & ainfi 
du  reftej  de  forte  que  l’on  aura 
<2'  =t^p^  +(2“ 

= -j-Q> 

Q^"=fj>."P"  -j-Q" 

&c. 

Pareillement  fi  on  fubftitue  dans  l’ex- 
preflion  de  P"  les  valeurs  de  , elle 

deviendra  2/*' & fi  on  fubf- 
titue les  valeurs  de  /?'"  & ^"'dans  l’expref- 
fion  de  P"\  elle  deviendra  P"-\-im.'' 

& ainfi  de  fuite  j de  forte  que 

l’on  aura 

P'  P°  1/*^°  — j— C 
P"=]^^P'  -\-P^ 

P'^'^z  'lX^  P"  -|-  2/x"  P‘ 

P'^~'ll^  P"'  &c. 

Ainfi  on  pourra , à l’aide  de  ces  formu- 
* les , continuer  auffi  loin  qu’on  voudra  les 
fuites  des  nombres  , a*"  , Q"  ,Q_' , Q" , 
& , P' , , &c.  qui  dépendent , com- 

me l’on  voit , mutuellement  les  uns  des 


I 
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autres , fans  qu’il  foit  néceflaire  de  calculer 
en  même  temps  les  nombres  /»%  p\  p",  &c. 

On  peut  encore  trouver  les  valeurs  de 
jP',  P'\  P'",  &c.  par  des  formules  plus 
fimples  que  les  précédentes , en  remarquant 

que  l’on  a Q* — P'  A-\-z By  — A 

{l^^A+f^^B-\-C)=\B^-AC , q^-P‘P" 
=(  /*’  /’‘+Q')' —P'Ct^^P'  + iH^'  Q:+A  ) 
= Q* — AP'  ^ & ainfî  de  fuite  j c’eft-à- 
dire 

Q^^poP'=z^-E 
Q^^P'P"=='-£ 
q^-^P"P'z=\E,  &c. 


d’où  l’on  tire 


Les  nombres  /*",  &c.  étant  donc 

trouvés 
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trouvés  ainfi , on  aura , ( art.  26  ) , la  frac- 
tion continue 

/w"  + , &c. 

& pour  trouver  le  minimum  dç  la  mrmule 
Ap"-\-Bpq-\-Cq- , il  n’y  aura  qu’à  calculer 
les  nombres  /?' , p"  , &c.  Sz  q° , g' , 

g'\  &c.  ( art.  25  ) , & les  elTayer  cn- 

fuite  à la  place  de  p 6c  g ; mais  on  peut 
encore  fe  difpenfer  de  cette  opération , en 
remarquant  que  les  quantités  P\  P" 
&c.  ne  font  autre  chofe  que  les  valeurs  de 
la  formule  dont  il  s’agit,  lorfqu’on  y fait 
fucceffivement  p—p°.t  p\  p'\  6’c.  de  g=g% 
g' , g ' , &c.  Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  voir  quel 
eü:  le  plus  petit  terme  de  la  fuite  , P\ 
P"  , &c.  qu’on  aura  calculée  en  même 
temps  que  la  fuite &c.  & ce  fera 
le  minimum  cherché  ; q§  ttfiuvera  enfuite 
les  valeurs  correfpondantes  de  ^ ^ par 

les  formules  citées. 

34.  Maintenant  je  dis  qu’en  continuant 
la  férié  P°  y P\  P"  ^ &c.  on  doit  nécef- 
fairement  parvenir  à deux  termes  confécu- 
Tome  1 /.  H h 
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tifs  de  fignes  différens , & qu’alors  tous  les; 
termes  fuivans.feront  auffi  deux  à deux  de 
différens  fignes.  Caron  a,  (art.  précéd.), 

.■P  — 

(p' — , &c.  di-  de  ce  qu’on  a démontré 
dans  le  problème  H , il  s’enfuit  que  les  quan- 
tités p° — af,  p' — aq' , p" — aq"  , &c.  doi- 
vent être  de  lignes  alternatifs , & aller  tou- 
jours en  diminuant  \ donc , 1 li  ^ eft  une 
quantité  négative,  les  quantités  p'" — bq° ^ 
p' — bq\  &c.  feront  toutes  pofitivesi  par 
conféquent  les  nombres  P' , P"  feront 

tous  de  lignes  alternatifs  j 2°.  fi  b eft  une 
quantité  • politive  , comme  les  quantités 
p'  — aq' , p"- — aq"  , &c.  & à plus  forte 

0'  ^tl 

raifon  les  quantités  a , a , for- 

ment  une  fuite  décroilTante  à l’infini , on 
arrivera  néceiîaiiffeient  à une  de  ces  der- 

w'”  ' 

nieres  quantités,  comme — a,  qui  fera 
<a-7-^,  (abftraétion  faite  du  ligne),  & 

p"  p'' 

alors  toutes  les  fuivantes , ^ — a , ^ — a , i 
' 7 7 
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k feront  aufïï;  de  forte  que  joutes  les  quan- 

-.111  ^iv 

rites  a — h-\-~ a — b-\-~ a&c^ 

I I 

feront  néceflairement  de  même  ligne  que^ 
la  quantité  a — b i par  conféquent  les  quan- 


tités 


■b. 


&c.  & celles-ci, 


— b^"\  p"" — bq"'  ^ &c.  à l’infini,  feront 
toutes  de  même  figne  ^ donc  les  nombres 
P'",  P"' , &c.  feront  tous  de  lignes  alter- 
natifs. 

Suppofons  donc  en  général  que  l’on  Ibit 
parvenu  à des  termes  de  lignes  alternatifs 
dans  la  férié  P\  P“,  P'",  &c.  & que 
foit  le  premier  de  ces  termes , en  que 
tous  les  termes,  P^ ^ &c.  à 

l’infini,  foient  alternativement  politifs  Sc 
négatifs  , je  dis  qu’aucun  de  ces  termes  ne 
pourra  être  plus  grand  que  £,  Car  fi , par 
exemple,  P''\  P"" ^ P'’,  &c.  font  tous  de 
lignes  alternatifs , il  eft  clair  que  les  •pro- 
duits deux  à deux,  P'^ P\  é'c. 

feront  néceflairement  tous  négatifs  ; mais 

on  a , ( article  précéd.)  <2’  — P'" P'''~E y 
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— P"'  P''=E  , &c.  donc  les  nombres 
pofitifs,  — — P"'P''^  feront  tous 
moindres  que  E,  ou  au  moins  pas  plus  grands 
^que  E i de  forte  que  , comme  les  nombres 
P',  P",  P'",  &c.  font  d'ailleurs  tous  en- 
tiers par  leur  nature , les  nombres  P'", 

&c.  & en  général  les  nombres  P^,  P^*^\ 

&c.  (abftraélion  faite  de  leurs  lignes)  , ne 
pourront  jamais  furpalfer  le  nombre  E. 

Il  s’enfuit  auffi  de-là  que  les  termes 
Ç’',  &c.  & en  général  &c.  ne 

pourront  jamais  être  plus  grands  que  \/ £. 

D’  où  il  eft  facile  de  conclure  que  les 
deux  fériés  P^^  P^^\  &c.  & 

quoique  pouflees  à l’infini , ne 
pourront  être  compofées  que  d’un  certain 
nombre  de  termes  diflférens , ces  termes  ne 
pouvant  être  pour  la  première  que  les  nom- 
bres naturels  jufqu’à  E pris  pofitivement 
ou  négativement,  & pour  la  fécondé  , les 
nom'bres  naturels  jufqu’à  \/ E avec  les  frac- 
tions intermédiaires  ^ ^ ^ , &c.  pris  auffi 
pofitivement  ou  négativement  ; car  il  efl:  ^ 
viiible  par  les  formules  de  l’article  précé- 
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dent  que  les  nombres  Ç' » Q"j  Q'"> 
feront  toujours  entiers,  lorfque  B fera  pair, 
mais  qu’lis  contiendront  chacun  la  fra£Hon 
J,  lorfque  B fera  impair. 

Donc  , en  continuant  les  deux  fériés  P\ 
P",  Z’'”,  Ùc.  & i’ 

rivera  néceflairement  que  deux  termes  cor- 
refpondans , comme  > revien- 

dront ap|j;ès  un  certain  intervalle  de  ter- 
mes , dont  le  nombre  pourra  toujours  être 
fuppofé  pair  ; car , comme  il  faut  que  les 
mêmes  termes  reviennent  en 

même  temps  une  infinité  de  fois , à caufe 
que  le  nombre  des  termes  differens  dans 
l’une  & dans  l’autre  férié  ell  limité  , & par 
conféquent  auffi  le  nombre  de  leurs  com- 
binaifons  différentes , il  elt  clair  que  fi  ces 
deux  termes  revenoient  toujours  après  un 
intervalle  d’un  nombre  impair  de  termes , 
il  n’y  auroit  qu’à  confidérer  leurs  retours 
alternativement , & alors  les  intervalles 
feroient  tous  compofés  d’un  nombre  pair 
de  termes. 


H h iij 
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On  aura  donc , en  dénotant  par  2 p , le 
nombre  des  termes  intermédiaires 

& alors  tous  les  termes  P'"  , , P“^^^  &ç. 

Q' , <2’"^%  & 

reviendront  aufli  au  bout  de  chaque  inter- 
valle de  2p  termes.  Car  il  eft  facile  de  voir 
par  les  formules  données  dans  l’article  pré- 
cédent pour  la  détermination  d^  nombres 
e^c.  Q',  Q ",  Q'  \ &c.  & P\ 
P",  P'",  (&c.  que  dès  qu’on  aura 
z=P’'  ^ , on  aura  aufli 

z=.u^  , enfuite  Q’r+ap+i„Q^+i  ^ /Jt+ip+i 

= ; donc  aufli  , & ainfi 

de  fuite. 

Donc,  fi  n efl:  un  nombre  quelconque 
égal  ou  plus  grand  que  ’r,  &^que  m dé- 
"note  un  nombre  quelconque  entier  pofitif, 
on  aura  en  général 

jPn  f-iTOf — ^ ^n+i«np — ^ ^rr+imp^—^ir. 

de  forte  qu’en  connoiflant  les  pre- 

miers termes  de  chacune  de  ces  trois  fuites, 
on  connoîtra  aufli  tous  les  fuivans  , qui  ne 
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feront  autre  chofe  que  les  2 p derniers  ter- 
mes répétés  à l’infini  dans  le  même  ordre. 

De  tout  cela  il  s’enfuit  que  pour  trouver 
la  plus  petite  valeur  de  P—Ap'->cBpq-\-C(f, 
il  fuffit  de  pouffer  les  fériés.  P®,  P' , P'\ 
&c,  & Q®,  Q' , &c.  jufqu’à  ce  que 

dçux  termes  correfpondans , comme  P^  & 
reparoiffent  enfemble  après  un  nombre 
pair  de  termes  intermédiaires , en  forte  que 
l’on  ait  alors 

le  plus  petit  terme  de  la  férié  P' , P" , 
&c.  P*^^f  fera  le  minimum  cherché. 

Corollaire  I. 

35.  Si  le  plus  p>etit  terme  de  la  férié  P*, 
P\  P"  y &c.  jP’f+’p  ne  fe  trouve  pas  avant 
le  terme  P* , alors  ce  terme  reparoîtra  une 
infinité  de  fois  dans  la  même  fuite  prolon- 
gée à l’infini  ; ainfi  il  y aura  alors  une  infi- 
nité de  valeurs  de  />  & de  7 qui  répondront 
au  minimum , & qu’on  pourra  trouver  tou- 
tes par  les  formules  de  l’art.  2 5 , en  con- 
tinuant la  férié  des  nombres/*' 3 h"->  /*'">  6’c» 
au-delà  du  terme  par  la  répétition  des 

Hh  iv 
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memes  termes  &c.  comme  on 

l’a  dit  plus  haut. 

On  peut  auffi  dans  ce  cas  avoir  des  for- 
mules générales  qui  repréfentent  toutes  les 
valeurs  de  />  & de  ^ dont  il  s’agit  ; mais  le 
détail  de  la  méthode  qu’il  faut  employer 
pour  y parvenir , nous  meneroit  trop  loin  ; 
quant  à préfent,  nous  nous  contenterons 
de  renvoyer  pour  cet  objet  aux  Mémoires 
dt  Berlin  déjà'  cités,  an,  iy68 , pag.  113 
& fuiv.  où  l’on  trouvera  une  théorie  gé- 
nérale Sc  nouvelle  des  fraftions  continues 
périodiques. 

Corollaire  II. 

36.  Nous  avons  démontré  dans  l’art.  34, 
qu’en  continuant  la  férié  P' , P",  /*'"  &c. 
on  doit  trouver  des  termes  confécutifs  de 
lignes  différens.  Suppofdns  donc , par  ex. 
que  P'"  & P"'  foient  les  deux  premiers  ter- 
mes de  cette  qualité , on  aura  néceflaire- 
ment  les  deux  quantités  p'" — èq"'  & /»” 
— bcj"'  de  mêmes  lignes,  à caufe  que  les 
quantités  /z"' — af"  & p"' — a^"'  font  de  leur 
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.nature  de  difTérens  fignes.  Or  en  mettant 
dans  les  quantités  p" — hq\  p'’'  — &c. 

les  valeurs  de  p" , p" , &c.  / , q'' , &c.  ( art. 
25),  on  aura 

—bq^=zH-'^{p"'-~bq")J^p"'  — bq'" 
p^'  — bq'’'=zH‘''  (/  — éf  )+/>”'  —bq"^&c. 
D ’où,  à caufe  que  &c.  font  des 

nombres  pofitifs  , il  eft  clair  que  toutes  les 
quantités  p'' — bq\  p" — bq’’\  &c.  à l’infini , 
feront  de  mêmes  lignes  que  les  quantités 
p'" — bq'"  & p"' — bq""  j par  conféquent  tous 
les  termes  P‘“ , P"',  P\  &c.  à l’infini, 
auront  alternativement  les  figues  plus  & 
moins. 


Maintenant  on  aura  par  les  équations 


précédentes 

-bf_ 

p'" — bq'" 

I.  Il  — 

— bq"' 

P"—hf 

11 

— hq^' 
-bq^ 

p"-if 

f-tf 

l ,vt  t 

_ p'-h' 

t - . 

où  les  quantités 


r- 

p'" — bq"'  p' 


-1 


p-—bq"<’>  f—bq 

feront  toutes  pofitives» 
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Donc , puifque  les  nombres  /uT', 

&c.  doivent  être  tous  entiers  pofitifs,  (hyp.) 

la  quantité  — 7^  devra  être  pofitive 

P P q y| 

& >i , de  même  que  les  quantités  » 

donc  les  quantités 

leront  pofitives  & moindres 

que  l’unité  ; de  forte  que  les  nombres  h-'"  , 
f*'" , &c.  ne  pourront  être  que  les  nombres 
entiers , qui  font  immédiatement  moindres 

GU6  les  Vâleurs  de  * ^ ^ 3^ — 

que  les  valeurs  ae  > 

6'c.  quant  au  nombre  il  fera  auffi  égal 

au  nombre  entier , qui  eft  immédiatement 

f-bf 


moindre  que  la  valeur  de 

... 

■bq 


toutes 


les  fois  qu’on  aura  , , 

r—hq' 


on  aura 


,,v p,p: 

^ ^ p" — bq'^*  P'"  — bf' 

pv — bd'^ 


< I.  Ainfi 
bq- 


<I 


p^-bf 

-V 

—bef 


, 6*c. 
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le  figne  ■<  placé  après  les  nombres  h-'"  , 

H-'',  &c,  dénotant,  comme  plus  haut,  les 
nombres  entiers  qui  font  immédiatement 
au-deflbus  des  quantités  qui  fuirent  ce 
même  ligne. 

Or  il  eft  facile  de  transformer  , par  des 
réduétions  femblables  à celles  de  l’art.  33  , 


les  quantités  ^ ^ ^ ^ 


P ‘ ^ Ær  en 

bq^  en 


P —^‘1  P 
celles-ci , — p^ — &c,  de 

jpiii y ^\u 

plus  la  condition  de  < 1 peut  fe 

réduire  à celle-ci  i- 

. r P a q 

J -TTI  ‘ U 

laquelle  , à caufe  de  „ > i , aura 

, . P 

JDiii 

furement  lieu  lorfqu’on  aura  - = ou 

< I i donc  on  aura 

-—P'" 

< ~-^,v —prr  = ou  <i , 


< 


Q"—WE 

P' 
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En  combinant  ces  formules  avec  celles 
de  l’art.  3 3 , qui  renferment  la  loi  des  fériés 
P',  P",  P'"  y &C.  & Q'  y Q'y  Q"y  &C.  OU 
verra  aifément  que  fi  on  fuppofe  donnés 
deux  termes  correfpondans  de  ces  deux 
fériés , dont  le  numéro  foit  plus  grand  que  3 , 
on  pourra  remonter  aux  termes  précédens 
jufqu’à  P""  & & même  jufqu’aux  ter- 

piii 

mes  P'"  & Q^^y  fi  la  condition  de  —jjj— 

= ou  < I a lieu  ; en  forte  que  tous  ces 
termes  feront  abfolumeni  déterminés  par 
ceux^  qu’on  a fuppofé  donnés. 

En  effet  connoiffant , par  exemple  , P " 
& Q”  y on  connoîtra  d’abord  P''  par  l’équa- 
tion — P''P'"z=^E  f enfuite  ayant  Q" 

P"  y on  trouvera  la  valeur  de  m'',  à l’aide 
dé  laquelle  on  trouvera  enfuite  la  valeur 
de  par  l’équation  = j or 

l’équation  Q*  — P'"P''=\E  donnera 

pui 

& fi  on  fait  d’avance  que  --p—  doit  être 
✓ 

= ou  < t , on  trouvera  h-"' ^ après  quoi 
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on  aura  Q”  par  l’équation 

& enfuite  P'"  par  celle-ci,  Q" — 

= '-E. 

4 

De- là  il  eft  facile  de  tirer  cette  conclu- 
fion  générale , que  fi  & P^^^  font  les 
premiers  termes  de  la  férié  P‘,  P" , 

&c.  qui  fe  trouvent  confécutivement  de 
différens  fignes,  le  terme  P^"^'  & les  fuivans 
reviendront  toujours  après  un  certain  nom- 
bre de  termes  intermédiaires , & qu’il  en 

fera  de  même  du  terme  P^,  fi  l’on  a 

= ou  <1. 

Car  imaginons , comme  dàVis  l’art.  34, 
que  l’on  ait  trouvé 

= Q"" , & fuppofons  que  ^ foit  > ^ , c’eft- 
à-dire  7r=A-fvy  donc  on  pourra  d’un  côté 
remonter  du  terme  P^  au  terme  ou 
de  l’autre , du  terme  P**^f  au  terme 
pk+if+i  Qjj  px  hîp . comme  les  termes  d’où 
l’on  part,  de  part  & d’autre  font  égaux, 
tous  les  dérivés  feront  aufii  refpeélivement 
égaux;  de  forte  qu’on  aura  — 

_l_  r?x 

ou  même  = lî  = ou  < i . 
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Par-là  on  pourra  donc  juger  d’avance 
du  commencement  des  périodes  dans  la 
férié  P\  P" , P‘“,  6’c.  & par  confé- 
quent  aulîi  dans  les  deux  autres  fériés, 

Q',  Q",  Q“',  &c.  H-,  f^'->  H-'",  &c.  mais 

quant  à la  longueur  des  périodes , cela  dé- 
pend de  la  nature  du  nombre  E , & même 
uniquement  de  la  valeur  de  ce  nombre, 
comme  je  pourrois  le  démontrer , fi  je  ne 
craignois  que  ce  détail  ne  me  menât  trop 
loin. 

Corollaire  III. 

37.  Ce  q»’on  vient  de  démontrer  dans 
le  corol.  préc.  peut  fervir  encore  à prouver 
ce  beau  théorème;  (^ue  toute  équation  de 
la  forme  p'  — Kq*  = i ^ ou  eji  un  nom- 
bre  entier  pojitij  non  carré , & p & q deux 
indéterminées , ejl  toujours  réfoluble  en  nomr 
bres  entiers. 

Car,  en  comparant  la  formule  p" — K<f 
avec  la  formule  générale  Ap"-\-Bpq-^Cq'  y 
on  a A~\  , B=.o,  C—  — K ^ donc  E 
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(art.  33).  Donc  , Q®=o^donCi«* 

<i\/ K , Q'=/^y  & P'=f^*  — JC/d'ovL 
Ton  voit  1°.  que  P'  eft  négatif,  & par 
conféquent  de  figne  différent  de  P°-,  que 

— P'  eft  :=  ou  >i  , parce  que  K 8c  /* 
font  des  nombres  entiers  j de  forte  qu’on 

po 

aura  — ^ = ou  < i } donc  on  aura,  ( art. 

préc.)  Az=:o,  & P^f=P°—i  J de  forte 
qu’en  continuant  la  férié  P"‘,  P' , P"  y &c, 
le  terme  P°=i  reviendra  néceffairement 
après  un  certain  intervalle  de  termes  j par 
conféquent  on  pourra  toujours  trouver  une 
infinité  de  valeurs  de  p 8c  de  q qui  rendent 
la  formule  — K égale  à l’unité. 

Corollaire  IV. 

38.  On  peut  auffi  démontrer  cet  autre 
théorème  : Que  Jî  C équation  p* — Kq’=+H 
efl  résoluble  en  nombres  entiers , en  fuppofant 
K un  nombre  pojîtif  non-carré  y&Wun  nom- 
bre pojitif  & moindre  que  \/K  , les  nombres 
P 6*  q doivent  être  tels  que fait  une  des  frac- 
tions principales  convergentes  vers  la  valeur 
de  v/K. 
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Suppofons  que  le  ligne  fupérieur  doive 
avoirülieu,  en  îorte  que  /?*  — Kq'—H } 
donc  on  aura  p — ^ 

q-^’on  cherche 

deux  nombres  entiers  pofitifs,  /*&/,  moin- 
dres que  P Se  q , tels  que  pf—qr=i , 
ce  qui  eft  toujours  pofîible  , comme  on  l’a 
démontré  dans  l’art.  23  , & l’on  aura  — j 
= ^ y donc  retranchant  cette  équation  de 
la  précédente,  il  viendra^ — y K 
H 

de  forte  qu’on  aura 
p — qy/K=^ 


H 


Or  commet  >\/ü^  & 


clair 


9 

H 


ir  que^^^-^  fera  donc  p — q 


yj K fera  < ; donc  ^ 


plus 


Digilized  by  Googli 


Additions* 
plus  forte  raifon  < j , puifque  f <C  g i de 
forte  que  r — f\/ -K  fera  une  quantité  né- 
gative J laquellè , prife  pofitivement , fera 

-,  CH  - • 

> — , à caufe  de  i ^ I* 

Ainfi  on  aura  les  deux  quantités  p — q\/ K 
& r—f  \/ K,  ou  bien , en  faifant  a=y/ AT, 
p'—aq  & r — df,  lefquelles  feront  affujetties 
aux  mêmes  conditions  que  nous  avons  fup^ 
pofées  dans  fart.  24 , & d’où  l’on  tirera 
des  conclufions  femblables  j donc  &c.  (aru 
"26),  fi  l’Oii  avoir  p'" — ---/f,.  alors 
il  faudroit  chercher  les  nombres  /■  & /,  tels 
que  pf — qr=. — I,  & l’on  aurait  ces  deux 
équations  - , 

• / rr  - ’ ' 

. / ( ^ ( / c^-F)  - ' )• 

Comme  K &/<ÿ;  ibefi  dair  que 

fH  ''  b 

quantité  f ^ J<t—r  {cta.  négative  j or  je  dts 
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que  cette  quantité,  prife  pofitivement,  fera 
plus  grande  qué  q \/ K — p ; pour  cela  il 

faut  démontrer  que  i (^1  — ) 

H 

favoir  } mais 

S^hyp.)  ; donc  il  fuffit  de  prouver  que  J 
, ou  bien  que  /?> /\/^  V c’eft  ce 
qui  eft  évident  j à .caufe  que  la  quantité 
.fy/K-r  étant  négative  , il  faut  que  r 
>/v/x,  & à plus  forte  raifbn p>fy  JC, 
puifque  /2>.r. 

Ainfî  les  deux  quantités,  p — q\/K  Si 
r — f \/ JC , feront  de  différens  fignes  , & 
la  fécondé  fera  plus  grande  que  la  pre- 
mière, (abftraéHon  faite  des  fignes),  com- 
ihe  dans  le  cas  précédent  ; donc , &c. 

Donc , lorfqu’on  aura  à réfoudre  en  n<Mïî- 
bres  entiers  une  équation  de  la  forme  p* 
^—Kq'—'±Jf,  ou  //■<^A',vil  n’y  aura 
qu’à  fuivre  les  mêmes  procédés  de  l’art.  33 , 
en  faifant ^=0  & C^' — JC  s Si 
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Cl  dans  la  férié  P°,  P\  P'\  ^c.  P*^n ^ 

on  rencontre  un  terme  =±H ^ on  aura 
la  réfolution  cherchée , finon  on  fera  alTuré 
que  l’équation  propofée  n’admet  abfolu- 
ment  aucune  Iblution  en  nombres  entiers. 

Remarque. 

39.  Nous  n’avons  confidéré  dans  l’art.  3 3 
qu’une  des  racines  de  l’équation 
+^'=0 , que  nous  avons  fuppofé  pofitive; 
Cl  cette  équation  a fes  deux  racines  pofi- 
tives  y il  faudra  les  prendre  fucceflivement 
pour  a , & faire  la  même  opération  fur 
l’une  que  fur  l’autre  ; mais  fi  l’une  des  deux 
' racines  ou  toutes  deux  étoient  négatives , 
alors  on  les  changeroit  d’abord  en  poiitives, 
en  changeant  feulement  le  figne  de  , & 
on  opéreroit  comme  ci-deflusj  mais. en- 
fuite  il  faudroit  prendre  les  valeurs  de  /j  & 
de  q avec  des  fignes  différens , c’efi-à-dire 
l’une  pofitivement  & l’autre  négativement, 
(art.  29). 

Donc  en  général  on  donnera  à la  valeur 
de  B le  figne  ambigu  -f , de  même  qu’à 

liij 

1 
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y c’eft-à-dire  qu’on  fera 
& qu’on  mettra  + à la  place  de  y/i?,  & 
il  faudra  prendre  ces  lignes , en  forte  que 
la  racine 

foit  pofitive , ce  qui  pourra  toujours  fe  faire 
de  deux  maniérés  différentes.  ; le  f gie  fu- 
périeur de  ^ indiquera  une  racine  pofitive, 
auquel  cas  il  faudra  prendre  p&î  <]  tous  deux 
de  mêmes  lignes  ; au  contraire  le  figne  in- 
férieur de  B indiquera  une  racine  négative, 
auquel  cas  les  valeurs  de/?  & q devront  être 
prifes  de  lignes  différens. 

Exemple. 

40.  On  demande  quels  nombres  entiers  il 
faudroit  prendre  pour  p 6’  q , afin  que  la 
quantité 

9P’-  — I + 

devînt  la  plus  petite  qu’il  efi  pojjible. 
Comparant  cette  quantité  avec  la  for- 
mule générale  du  problème  III , on  aura 
A==^y  B=  — 118,  4 = 378,  donc 
— 4/^4=316  j d’où  Ton  voit  que  ce  cas 
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fe  rapporte  à celui  de  l’art.  33.  On  fera 
donc  E—'^i6  & Ty/£‘  = y/79  , où  l’on 
remarquera  d’abord  que  \/79>8  & <9  ; 
de  forte  que  dans  les  formules  dont  il  ne 
s’agira  que  d’avoir  la  valeur  entière  appro- 
chée, on  pourra  prendre  fur  le  champ  à 
la  place  du  radical  \/ 79  le  nombre  8 ou  9 , 
fuivant  que  ce  radical  fe  trouvera  ajouté 
ou  retranché  des  autres  nombres  de  la 
même  formule. 

Maintenant  on  donnera  tant  à B qu’à 
y/E  le  ligne  ambigu  +i  , & on  prendra 
enfuite  ces  lignes  tels  que 
. ■ ±59±\/79 


foit  une  quantité  politive , (art.  39)  ; d’où 
l’on  voit  qu’il  faut  toujours  prendre  le  ligne 
fupérieur  pour  le  nombre  59  , & que  pour 
le  radical  y/79  on  peut  prendre  également 
le  fupérieur  & l’inférieur.  Ainlx  on  fera  tou- 
jours = , ^\/'E  pourra  être  pris 
fuccelîivement  en  plus  & en  moins. 

Soit  donc  i °.  ï y 79  avec  le  ligne 
polltif,  on  fera,  (art.  33) , le  calcul  fuivant; 

li  iij 
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rO  (O  ^ 

Il  if  II'  Il  II 


Il  II  II 

■ wi 


• 

ov 

• 

• 

w 

• 

# 

1 

II 

N 

+ 

Vj 

1 

00 

+ 

VJ 

<*> 
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II 

II 

II 

«% 

4^ 

1 

1 

00 

^ ^3 

^ 

' Il  II 


>0 


M i4^ 

I M I 

l-J  Kl'-- 

!no 

I II 


>i  Ôv] 

II 

I t 
^ 0\ 
s*  W 

X ^ 


« I I 

0 >4t  . I 

1 + I ï* 

**  "^l  VO 

II 


*^  *^  “^  *^  *^ 

Il  if  II  II  II 

l-S'-lè  , l'f^lSk  O 

Il  II  il  II 

r I 


O I 

V-M  ^ 

s*  N* 

1:  -S  -ft  T:  t 

5 - Z *" 


AAAAAAAA 

l+.l-^  1+  .1'?  ^1+  ,J4  J? 

:5 


i 

-SO 

'vl 

'O 


>o 


1 

U» 

1 

+ , 

1 M 

\ O 

>4 

O 

Ni 

'O 

Il  II  II  II  II  II  il  II 


M W 
'»  >• 


W*  IH  M v| 

V V w 
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Je  m’arrête  ici,  parce  que  je  vois  que 
^ & P''"rz=/^' , & que  la  diffé- 
rence entre  les  deux  numéros  i & 7 eft 
paire  j d’où  il  s’enfuit  que  tous  les  termes 
fuivans  feront  au/îi  les  mêmes  que  les  pré- 
cédens}  ainfion  aura  ^''”^4,  Q”"=— 3 , 
Ç‘*=7,  ùc.  &c,  , 

de  forte  qu’on  pourra,  fi  l’on  veut,  con- 
tinuer les  fériés  ci-deffus  à l’infini,  en  ne 
faifant  que  répéter  les  mêijies  termes, 

2°.  Prenons  maintenant  le  radical  \/ 79 
avec  un  figne  négatif,  & le  calcul  fera  com- 
me il  fuit  : 


l i iv 
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' ' f ü'  Il  f i 4'  Il 

' <W(N>  . I 


r w 
+ 


I " 

I 'O 


O 


OS 

• • • VrfJ  . „ I 

+ + l-i  -I 


'-a 

SO 


",  Ji  II  ','  Il  ' I 

r J-  . ^ 

I if  1f  «(l  II  II  if  'Il  II  II 


'et  I r-t 

^ ^ O -sj  ^ >Jj  Ji  -L  V*  IJi 


NO 

I 

-4  |'>1  ^ |>4  '^|<ï  |<| 

>o  'no  •>©  1^ 


Il  II  II  II  II  II  II  II  II 


li'^ 

i- 

'no 


1 VO  I ^ s-a 

1 >*  I O 

Ow  ^ 'l  N#  . . ^ 


wt  ^ 

>*  I >*  • I O 

Os  ^ 


Os 


X X X X X X T:  1:  T:  ■» 

AAAAAAÂAAA 

t-!XI^- 

's  K»*  ®'I>J 


'+  , 
IvO 


T It, 
l;è'  1^ 


^ l'è 


\<o 


N 
l>o 


>0 


Il  ü II  II  II  II  II  II  II  II 


W |s4  >-|  M 

N#  s#  >#  S#  ^ 


UK  H*  Wà 

V# 


On  peut  s’arrêter  ici  ,>  puifque  l’on  a 
trouvé  Q'^  = Q"  & />-=/?•■',  & que  la 
différence  des  numéros  9 & j eft  paire  j 
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car  en  continuant  les  fériés  on  ne  retrou- 
veroit  plus  que  les  mêmes  termes  qu’on  a 
déjà  trouvés. 

Or  fi  on  confidere  les  valeurs  des  termes 
P',  P"  y P'" y &c,  trouvées  dans  les 
deux  cas,  on  verra  que  le  plus  petit  de  ces 
termes  eft  égal  à — 3 j dans  le  premier  cas 
c’eft  le  terme  P'"  auquel  répondent  les  va- 
leurs p'"  & q'"  j & dans  le  fécond  cas,  c’eft 
le  terme  P"'  auquel  répondent  les  valeurs 
P"'  & q'\ 

D’où  il  s’enfuit  que  la  plus  petite  valeur 
que  puiffe  recevoir  la  quantité  propofée 
eft  — 3 ; & pour  avoir  les  valeurs  de  ^ ' 
qui  y répondent , on  prendra  dans  le  pre- 
mier cas  les  nombres  fa  voir  7,', 

I & I , & l’on  en  formera  les  fraélions  prin* 
cipales  convergentes^,  latroifieme 

fraflion  fera  donc  — , en  forte  que  l’on 

q * 

aura  p"'=p\f^  & q"'=.i-,  c’eft-à-dire  que 
les  valeurs  cherchées  feront  p—i^  & q 
p=2.  Dans  le  fécond  cas  on  prendra  les 
nombres  favoir  j , i,  1,3, 


^o6  Additions; 

lefquels  donneront  ces  fraftionsf,  f-, 
de  forte  qu’on  aura  p"'=y^  Qc 
donc  ^=39  & q=y. 

Les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  pour 
P ^ q dans  le  cas  du  minimum , font  auffi 
les  plus  petites  qu’il  eft  poffible  ; mais  on 
pourra , fi  l’on  veut , en  trouver  fuccefii- 
vement  d’autres  plus  grandes  ; car  il  e£l 
clair  que  le  même  terme  — 3 reviendra 
toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de 
fix  termes;  de  forte  que  dans  le  premier 
cas  on  aura  P'"= — 3 , P"=. — 3 , 

:= — 3 , &c.  & dans  le  fécond,  P"'= — 3, 
P'= — 3,  P”'= — 3 , &c.  Donc  dans 
le  premier  cas  on  aura  pour  les  valeurs  fa- 
tisfaifantes  de  p Si  q celles-ci,  p"',  q"\ 
q'^,  /?“ , q""  y &c.  & dans  le  fécond  c^ 
.celles-ci,  p"" , y*’,  p*,  q' , qf" , q^' , &c.  Or 
les  valeurs  de  > it*' , , &c,  font  dans  le 

premier  cas  7,  i,  i,  5,  3,  2,  i,  i,  i,  5, 
,3,2,1,  I,  I,  5,  3,  &c.  à l’infini , parce 
.que  /*''"=/*’  & , &c.  ainfi  il  n’y 

aura  qu’à  former  par  la  méthode  de  l’art, 
20  les  fraâions 

f 
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7>  3>  5* 

7 8 ij  8j  aÔ4  6ii  ^ i486  m6i  H191 
1>  |5  il  ii)  3y>  81*  116  > 197  * 3'î  * *7^*  * 

6’C. 

& on  pourra  prendre  pour  p les  numéra- 
teurs de  la  troifieme  , de  la  neuvième , &c. 
& pour  q les  dénominateurs  correfpondans  ; 
on  aura  donc  p—i  5 , ÿ==i,  o\xp=.x'^6i , 
ÿ=3i 3 ou^  &c. 

Dans  le  fécond  cas  les  valeurs  de  a*"» 
&c.  feront  5,1,  1,3,  5,  1,1,  1,2, 
3,  5,  I,  I,  I,  2,  &c.  parce  que 
ft*— yt*”,  6*c.  On  formera  donc  ces  frac- 
tions-ci, 

3»  5»  *>  3> 

5_  6 II  39  106  ^ 6^  1843  6iiy 

r>  I ) a 7 7 > 37  7 44  7 81  7 lij  > 3|1  7 iTïS  > 

& les  fraélions  quatrième , dixième , &c, 
donneront  les  valeurs  de  p èz  q , lefquelles 
feront  donc /7=  39,  ^=7,  00/5=6225, 
q=i  i 18 , &c. 

De  cette  maniéré  on  pourra  donc  trou- 
ver par  ordre  toutes  les  valeurs  de  p & q . 


jo(î  Addition  Si 
lefquels  donneront  ces  fraflions  f , f-, 

^ J de  forte  qu’on  aura  p"=  3 9 & q”=7  i 
donc  /?=39  8c  ^=7. 

Les  valeurs  qu’on  vient  de  trouver  pour 
/?  8c  y dans  le  cas  du  minimum , font  aufli 
les  plus  petites  qu’il  eft  poflible } mais  on 
pourra , fi  l’on  veut , en  trouver  fucceffi- 
vement  d’autres  plus  grandes  î car  il  efl: 
clair  que  le  même  terme  — 3 reviendra 
toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de 
fîx  termes  ; de  forte  que  dans  le  premier 
cas  on  aura  3,  — 3,  P’^ 

;= — 3 , 8'c.  8c  dans  le  fécond , P‘^= — 3 , i 
P'z= — 3,  P"'= — 3 , &c.  Donc  dans 
le  premier  cas  on  aura  pour  les  valeurs  fa- 
tisfaifantes  de  />  8c  ^ celles-ci,  p"',  q'"y 
/’“»  ?'%  /’*'  » Sc  dans  le  fécond  c^ 

celles-ci , p'\  p'^q',  fT' , q”' , &c.  Or 

les  valeurs  de  a*,  /*',  /a",  6*c.  font  dans  le 
-premier  cas  7,  i,  i,  f , 3,  2,  i,  i,  i,  5, 
^3,2,1,  1,1,  5,  3,  &c,  à l’infini,  parce, 
_que  fj.''"  , &c.  ainfi  il  n’y 

.aura  qu’à  former  par  la  méthode  de  l’art, 
20  les  fradions 

/ 
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i>  I»  3>  I»  ï»  5- 

78  If  83  264  611  87;  i486  n6i  13191 
TîiJ  i^iiJ  3f>  81*  116  > 197  > 3'3  * 1761  > 

&C, 

& on  pourra  prendre  pour  p les  numéra- 
teurs de  la  troifieme , de  la  neuvième , &c, 
& pour  q les  dénominateurs  correfpondans  ; 
on  aura  donc p—i  5 , q—^t  o\ip=i-^6i  , 
5'=  3 1 3 ou  J &c. 

Dans  le  fécond  cas  les  valeurs  de  /*'*» 
/**",  &c.  feront  5 , i,  i,  3 , 5 , i,  i,  i,  2, 
3,  5,  I,  I,  I,  2,  &c,  parce  que 

&c.  On  formera  donc  ces  frac- 
tions-ci, ’ 

^ y 3> 

5 6 M 39  *£<5  4U  6^  1843  6113 

r > I > aï  7 > 37  > 44  > 81  > 11}  ï 331  ï rrîs  > 

5- 


& les  fraftions  quatrième,  dixième,  &c, 
donneront  les  valeurs  de  /?  & ^ , lefquelles 
feront  donc />=  39 , ^=7,  ou/j=522j, 
q=i  i 18 , &c. 

De  cette  maniéré  on  pourra  donc  trou- 
ver par  ordre  toutes  les  valeurs  de  p &.  q y 
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5o8  Additions, 
qui  rendront  la  formule  propofée  = — 3 
valeur  qui  eft  la  plus  petite  qu’elle  puifle 
recevoir.  On  pourroit  même  avoir  une 
formule  générale  qui  renfermât  toutes  ces 
valeurs  de  /?  & de  y ,*  on  la  trouvera , fi 
l’on  en  eft  curieux , par  la  méthode  que  nous 
avons  expofée  ailleurs , & dont  nous  avons 
parlé  plus  haut , ( art.  35). 

Nous  venons  de  trouver  que  le  mini^ 
mum  de  la  quantité  propofée  eft  — 3 , & 
par  conféquent  négatif  ; or  on  pourroit  pro- 
pofer  de  trouver  la  plus  petite  valeur  po- 
fitive  que  la  même  quantité  puifle  recevoir, 
alors  il  n’y  auroit  qu’à  examiner  les  fériés 
P° y P' y P"  y P'" y &c.  dans  les  deux  cas, 
& on  verroit  que  le  plus  petit  terme  po- 
fitif  eft  ç dans  les  deux  cas  , & comme 
dans  le  premier  cas  c’eft  P"' y & dans  le 
fécond  P'"  qui  eft  = 5 , les  valeurs  de  p 
& de  ^ , qui  donneront  la  plus  petite  valeur 
pofttive  de  la  quantité  propofée  , feront 
p""  y q’’’  y ôu  p'y  , OU  (S’c.  dutts  lo  premlef 
cas,  & p"\  q""y  ou  p"y  q'^  &c.  dans  le  fé- 
cond J de  forte  que  l’on  aura  par  les  frac- 
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lions  ci-deffus/?=83 , ^=11,  00/5=13291, 
^=1762  ùc.  ou /5=I1,  q—X^  /5=i843, 
^=331  6’c. 

Au  refte  on  ne  doit  pas  oublier  de  re- 
marquer que  les  nombres  h"  ■>  &c, 

trouvés  dans  les  deux  cas  ci-deflus,  ne  font 
autre  chofe  que  les  termes  des  fraftions  con- 
tinues , qui  repréfentent  les  deux  racines  de 
l’équation 

9«* — I i8*-|-378=o. 

De  forte  que  ces  racines  feront 

I 

7+~  I * 

'+- , 1 . 

^^3+,  &c. 

5+7 +-V.  . 

‘+I4-! 

3 + 5+,  &c. 

expreflions  qu’on  pourra  continuer  à l’in- 
fini par  la  (impie  répétition  des  mêmes 
nombres. 

Ainfi  on  voit  par -là  comment  on  doit 
s’y  prendre  pour  réduire  en  fraélions  con- 
tinues les  racines  de  toute  équation  du  fé- 
cond degré. 


jio  Additions^ 

S C O L I E. 

41.  M.  Euler  a donné  dans  le  tome  XI 
des  nouveaux  Commentaires  de  Péterf- 
bourg  une  méthode  analogue  à la  précé- 
dente, quoique  déduite  de  principes  un  peu 
difFérens , pour  réduire  en  fraéFion  continue 
la  racine  d’un  nombre  quelconque  entier 
non-carré , & il  y a joint  une  table  où  les 
fraéHons  continues  font  calculées  pour  tous 
les  nombres  naturels  non-carrés  jufqu’à  120. 
Comme  cette  table  peut  être  utile  en  dif- 
férentes occafions , & fur-tout  pour  la  fo- 
lution  des  problèmes  indéterminés  du  fé- 
cond degré , comme  on  le  verra  plus  bas , , 
(§.  VII.),  nous  croyons  faire  plaifir  à nos 
Leéleurs  de  la  leur  préfenter  ici  j on  re- 
marquera qu’à  chaque  nombre  radical  il 
répond  deux  fuites  de  nombres  entiers  ; la 
fupérieure  eft  celle  des  nombres  — P\ 

P" y — P'" y 6'c.  & l’inférieure  eft  celle 
des  nombres  yi*»  a*’, 
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\/X 

I I I I 6*c.  *■=«» 

1222 

I 2 I 2 I 2 I 6*c. 
I I 2 I 2 I 2 &C. 

I I I I 6-c. 

2444  &C. 

v/6 

I 2 I 2 I 2 I 6*c. 
2242424  6>c. 

1/7 

132313231  ô-c. 
211141114  £>c. 

v/8 

1 4 I 4 I 4 I &C. 

2 1 4 I 4 I 4 

y/lO 

I 1 I 1 é-c. 
3666  &c. 

l/ll 

I 2 I 2 I 2 I 6*c. 

3363636  frc. 

V/I  2 

I 3 I 3 I 3 I 6*c. 

3262626  6'c. 

v/13 

» 4 3 3 4 I 4 3 3 4 I 6-c. 

31111611116  6*c. 

y/14 

152513251  6-c. 
312161216  &c. 

1616161  6*e. 
3 1 6 I 6 1 6 6«e. 

v/17 

11111  &c. 
4 8 8 8 8 6-c. 

v/i8 

121212121  6*c. 
448484848  &c. 

/19 

1 3 5 2 5 3 I 3 5 2 5 3 1 6-c. 
4213128213128  6-c. 

v/20 

141414141  6-c.  1 

428282828  6-c.  1 

ï/11 

ï 5 4 3 4 5 ï 5 4 3 4 3 > 6-c.  | 

4112118112118  6-c.  1 

V^22 

1632361632361  6-c.  1 

4124218124218  6-c.  Q 
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1/23 

172717271  &c. 
413181318  &c.  ! 

« 

Vi4 

I 8 I 8 I 8 I é-c. 

4 I 8 I 8 I 8 6*c. 

1/26I  ^ ^ ^ ^ 

1 5 10  10  10  &c. 

1/27I  ^ ^ ^ ^ ^ 

^ /|  5 5 10  5 10  5 10  &c.  ; 

l/l8l  ï 3 4 3 I 3 4 3 I 

1 5 3 2 3 10  3 a 3 10  frc.  ' 

BS 

14554  14554  I 

52112  10  2112  lO  &c. 

v^3o 

15  15  15  15  I &c. 

5 2 lO  2 10  2 10  2 10  &C."  ' ; 

y/3i 

16532356  165  &C. 

511353111011  &C. 

3/32 

I 7 4 7 ï 7 4 7 I «S-c. 
5111  10  III  10  &c. 

3/33 

1838  1838  I &c. 

5 I 2 1 10  I 2 I 10  &c. 

v^34 

1929  1929  I 6*c.  - 

5 I 4 I 10  I 4 I 10  «S'c. 

v/35 

I 10  I 10  I 10  I 10  &c. 
5 I 10  I 10  I 10  I &c. 

V37 

I I I I I &c. 

6 12  12  12  12  &c. 

00 

I2-I  -2  12  I &C. 

6 6 12  16  126  12  &C. 

3/39 

13  1313  I &C. 

6412412412  &€. 

v/40 

14  14  14  1 6’c- 

6312312312  &c.  ’ • ^ 

v/41 

1 5 5 1 5 5 I 6-c. 

622122212  &c. 

1/4  i 

16  16  16  I 6-c.  ' ■ 

62122122  12  6>c. 

.. 

Digitized  by  Google 


Additions 


51Î 


il 

1763929367  176  6>c. 

61131513111211  6-c. 

»/44 

18574758  185  6'c. 
611121111211  Ô'C. 

1/45 

194549  194549  194  6'C. 

612221  121  2221  121  2 6*c. 

V/46 

1 10  3 7 6 5 2 5 6 7 3 10  I 10  3 6'C. 
6 1311262113  112  13  6'C. 

V^47 

111211  111211  I 6'C. 

6 15  112  15  112  6'C. 

v/48 

112  112  112  6'C. 

6 I 12  I 12  I &c.  1 

ï/50 

I I I I 6'C. 

7 14  14  14  6'C. 

12  12  12  6'C. 

7 7 M 7 14  .7 

ï/çz 

139493  139493  13^^' 

741  21  4144  I 214144  6'C. 

^53 

14774  14774  147<^<^' 

7 3 1 1 3 14  3 1 1 3 14  3 1 6'C. 

v/54 

159295  159295  1 5 6'C. 

721612  14  21612  14  2 6'C. 

vss 

1656  1165  61  6'C. 

722214222142  6'C. 

v/56 

17  17  17  1 6'C. 

7 2 14  2 14  2 14  6'C.  ♦ 

»/57 

187378  1 8 7 6'C. 

71141  11411  6c. 

00 

1967769  196  6c. 

7 1 1 1 1 1 1 14  1 1 6c. 

v/59 

11052510  1105  6c. 

7 1272  114  13.  6c. 

v/60 

111411  1114  6c. 

7 12  114  11  6c. 

ü! 

1123495594312  1123  6rt 

7 143122134  114  14 

Tome  11%  K.  k 
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j/62 

I 13  2 13  'I  13  a 

7 I 6 I 14  I 6 6*e.  1 

j/63 

I 14  I 14  I 14  6<c.  • - 1 

7 1 14  I 14  I 6*f.  1 

j/65 

^/6b 

I 2 I 2 1 &c.  ’ 

8 8 16  8 16  6*c. 

j/67 

1367929763  1366'f. 

8 5 2 I I 7 I I 2 5 16  ^ 2 e*c. 

v/68 

14  14  1 4 6>c. 

8 4 16  4 16  4 6<c. 

v/69 

I 5 4 II  3 “ 4 5 I 5 4 6’c. 
833  14  1331633  6>c. 

j/70 

I 6 9 5 9 6 I 6 9 6-f. 
82121  21621  6'c. 

j/?i 

1751121137  175  ô*!:. 

822  17  12216 '2  2 6'c. 

j/72 

18  18  18  &c. 

82162162  &c. 

1/73 

1983389  198  6*c. 

81155111611  6-c. 

»/74 

1107710  1107  6*c. 

8 III  I 1 6 II  &c.  ~ ‘ ' 

v47  5 

111611  iii6  6'c. 
8 II  116  II  6’C. 

v/76 

11258934398512  1125  6'C.! 

8 1211545112.  it6  12  6'c.| 

Vil 

I 13  4 7 4 13  I 13  4 1 

8 1323  116  13  &c.  1 

Vl^ 

I 14  3 14  1 14  3 6>c.  • 1 

814  116  14  6‘C.  g 

Vl^ 

115215  1152  &c.  1 

817  I 16  17  6’C.  g 

j/oO 

116  116  116  &c.  1 

8 116  116  I 6’C.  B 

Additions^'  5ijf 


i)/sz 

I I I I 6'c.  1 

9 18  18  18  6't:.  1 

|v/83 

12  12  12  6’C.  1 

9 9 18  9 18  9 6-c:  1' 

v/84 

3 3 I 3 I 3 6*c. 

9 6 18  6 18  6 &c.  ■ ' , f 

v/Sj 

I 4 9 9 4 I 4 9 6v.  A,  . 

941  141841  fi’f.  ^ 

»/8iS| 

13107112117103  13  10  &c. 

93  II  18  II  13  18  3 I 6-c. 

ï/87 

16  16  16  6*£:. 
9 3 18  3 18  3 6*;:. 

|/88 

179897  I 7 9 6>c. 
9211121821  &C. 

1/89 

18358  185  &c. 

9 2 3 3 2 18  2 3 i-c. 

v^99 

19  I 9 I 6'c.  , 

9 2 18  2 18  6*c.  % 

v/91 

I 10  9 3 14  3 9 10  I 10  9 6*f. 

9 115  I5I  I18  II  &-C. 

v/92 

1118747811  1118  &c. 

9 112421  118  i-i  6*c.  J 

v/93 

11271143411712  1127  S’C. 

9 11  1464  II  I18  II  &c.  1 

»^94 

113659  10  31521 5- 3 10  95613  1 
9 1231  15  18  15  1132  118  frc*  1 

v^95 

1 I 14  5 14  I 14  &c.  r 1 

19  12  1 18  I &c.  1 

^96 

I 15  4 15  1 15  &c.  1 

9 13  I 18  I 6’c.  1 

î/97 

1163  II  899811  3 16  1,16  &c. 

9 15  iiiii  15  118  I 6-c. 

|v^98 

1 1 17  2 17  I 17  &C.  1 

19  18  I 18  I 6-Ci  1 

1/99 

I 18  I 18  1 6-c.  g 

9 1 18  I 18  6-c.  1 

Kk  ij 
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Ainfi  on  aura,  par  exemple, 

24-,  ô-c. 

. v/3=.+  7+i 

^ 2 4-,  (S-C. 

& ainfi  des  autres. 

Et  fi  on  forme  les  fraflions  convergentes 

n*  ' n*  ' * 

O ) . ^ M > M.  > d’après  chacune  de 

5 ‘1  ^ ^ 

ces  fraftions  continues  on  aura  ' 

♦ 

6*c. 

6 de  même, 

(/’°)’-5  (î“)*=i , 5 ?’=- 

11.  II 

. p" — 37"‘=i,  &c.  &c. 


V 
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PARAGRAPHE  III. 


Sur  la  réfolution  des  Equations  du  premier 
degré  à deux  inconnues  en  nombres  entiers. 

Addition  pour  le  Chapitre  I. 

42.  I^ORSQu’oN  a à réfoudre  une  équa- 
tion de  cetue  forme 

ax — by=c  ^ 

oh  a,  b,  c font  des  nombres  entiers  donnés 
pofitifs  ou  négatifs , & où  les  deux  incon- 
nues X doivent  être  aufli  des  nombres- 
entiers  , il  fufEt  de  connoître  une  feule  fo- 
lution , pour  pouvoir  en  déduire  facilement 
toutes  les  autres  folutions  poffibles. 

En  effet , fuppofons  que  l’on  fâche  que 
ces  valeurs,  x=^  61  y , fatisfont  à 
l’équation  propofée , « & étant  des  nom- 
bres entiers  quelconques,  on  aura  donc 
aat — b^=±Cf  & par  conféquent  ax — by 
= a»  — bft,  ou  bien  a(^x — «) — b(y—^^) 
;;=o  J d’où  l’on  tire 

X -a.  __  b 


Kk  iij 
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Qu’on  réduife  la  fraftion  - à fes  moin-?* 
dres  termes , & fuppofant  qu’ell^  fe  change 

par -là  en  celle-ci,  où  & a' feront 

premiers  entr’eux , il  eft  vifible  que  l’équa- 

îion = — ne  fauroit  fubfiller , dans 

y — ^ a 

Ja  fuppofition  que  x — ^ foient 
des  nombres  entiers , à moins  que  Ton  ait 
— tf=zmb' y & J" — ^ = ma' , m étant 
•un  nombre  quelconque  entier  j de  forte  que 
l’on  aura  en  général  & y—^ 

ma'  y m étant  un  nombre  entier  indé- 
terminé. 

Comme  on  peut  prendre  m pofîtif  oi^ 
négatif  à volonté , il  eft  facile  de  voir  qu’on 
pourra  toujours  détermine^^ce  nombre  m , 
en  forte  que  la  valeur  de  x ne  foit  pas  plus 

grande  que  — , ou  que  celle  de  y ne  foit 

' a* 

pas  plus  grande  que  — , (abftr^élion  faite 

2 

des  lignes  de  ces  quantités)  ; d’où  il  s’enfuit 
que  ft  l’équation  propoféC;,  ax — byz=.c^ 

I ‘ 

i.  . ■ 
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eft  réfoluble  en  nombres  entiers , & qu’on 
'y  fubftitue  fucceffivement  à. la  place  de  x 
tous  les  nombres  entiers  tant  pofitifs  que 
négatifs , renfermés  entre  ces  deux  limites 

— & — on  en  trouvera  nécelTairement 
2 2 

un  qui  fatisfera  à cette  équation  j & on  trou*' 
vera  de  même  une  valeur  fatisfaifante  dey' 
parmi  les  nombres  entiers  politifs  ou  né- 

gatifs , contenus  entre  les  limites—  & — . 

2t 

Ainfi  on  pourra  par  ce  moyen  trouver 
une  première  folution  de  la  propofée , après 
quoi  on  aura  toutes  les  autres  par  les  for- 
mules ci-deflus. 

43.  Mais  fi  on  ne  veut  pas  employer  la 
méthode  de  tâtonnement  que  nous  venons 
de  propofer , & qui  feroit  fouvent  très-la- 
borieufe , on  pourra  faire  ufage  de  celle 
qui  efl:  expofée  dans  le  chap.  i du  traité 
précédent,  & qui  eft  très-fimple  & très-dir 
reêfe,  ou  bien  on  pourra  s’y  prendre  dé 
la  maniéré  fiiivante. 

On  rçmarquera  1°.  que  fi  les  nombres 

Kk  iv 
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fl  & ^ ne  font  pas  premiers  entr’eux , l’équa- 
rion  ne  pourra  fubfifter  en  nombres  entiers , 
à moins  que  le  nombre  donné  c ne  foit  di- 
vifible  par  la  plus  grande  commune  me- 
fure  de  fl  & De  forte  qfi’en  fuppofant 
la  divifion  faite  lorfqu’elle  a lieu,  & dé- 
fignant  les  quotiens  par  a'  , b'  ^ c' , on  aura 
à réfoudre  l’équation 

a'  X — b'yz=c' , 

où  fl'  & b'  feront  premiers  entr’eux. 

2°.  Que  fi  l’on  peut  trouver  des  valeurs 
de  /?  & de  ^ qui  fatisfaffent  à l’équation 

• a' P — b'  q±=.+i , 

on  pourra  réfoudre  l’équation  précédente  j 
car  il  eft  vifible  qu’en  multipliant  ces  valeurs 
par  d-c' , on  aura  des  valeurs  qui  fatisferont 
à l’équation  a'x — b'y—c'r,  c’eft-à-dire  qu’on 
aura  x—<^pc'  & y=.-¥qc'. 

Or  l’équation  a'p — b' q=^\  eft  toujours 
réfoluble  en  nombres  entiers , comme  nous 
l’avons  démontré  dans  l’art.  23  ; & ^our 
trouver  les  plus  petites  valeurs  de  & de  y 
qui  y peuvent  fatisfaire , il  n’y  aura  qu’à 
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^1 

convertir  la  fraéHon  — en  fraftidn  continue 

a. 

par  la  méthode  de  l’art.  4 , & en  déduire 
enfuite  la  férié  des  fraftions  principales  con- 

yx 

vergentes  vers  la  même  fraétion  — par  les 
formules  de  fart.  lO}  la  demiere  de  ces 

, yx 

fraftions  fera  la  fraftion  même  — , & fi  on 

a* 

défigne  l’avant-derniere  par -,  on  aura  par 
la  loi  de  ces  fraéHons , ( art.  i z ) , a'p — b'q 
=+i  , le  figne  fupérieur  étant  pour  le  cas 
où  le  quantieme‘de  la  fraéHon^  eft  pair, 
& l’inférieur  pour  celui  où  ce  quantieme 
eft  pair. 

Ces  valeurs  de  /?  & de  ^ étant  ainfi  con- 
nues, on  aura  donc  d’abord  x=+pc'  & 
y=  + qc' , & prenant  enfuite  ces  valeurs 
pour  « & on'aura  en  général  (art.  42) , 
x=^-^pc'-\-mb' , y=-^qc'-\-ma' , 
expreflions  qui  renfermeront  néçeflaire- 
inent  toutes  les  folutions  pofîibles  en  nom- 
bres entiers  de  l’équation  propofée. 

Au  refte , pour  ne  laiffer  aucun  embarras 
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dans  la  pratique  de  cette  méthode , nous 
remarquerons  que  quoique  les  nombres  a 
& b puiffent  être  pofitifs  ou  négatifs,  on 
peut  néanmoins  les  prendre  toujours  pofi- 
tivement , pourvu  qu’on  donne  des  lignes 
contraires  k x . Ci  a eiï  négatif,  & à y , fi 
^eft' négatif. 

Exemple. 

44.  Pour  donner  un  exemple  de  la  me- 
thode  précédente  , nous  prendrons  celui 
de  l’art.  14  du  chap.  i du  traité  précéd. 
où  il  s’agit  de  réfoudre  l’équation  3 9^=5  6^ 
1 1 5 changeant en  a:  & ^ en  y , on  aura 
donc 

39,v— 5.6y=ii. 

Ainfi  on  fera  ^1  = 39 , b=^6  8c  c=ii  ; 
& comme  5 6 & 3 9 font  déjà  premiers  entre 
eux,  on  aura  ^'  = 39,  b*=^6,  c'=ii. 
On  réduira  donc  en  fraéHon  continue  la 

b' 

fraftion  — = ^ , & pour  cela  on  fera , 

( comme  on  l’a  déjà  pratiqué  dans  l’art.  2o)j 
le  calcul  fuiyant. 
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ç6i 

li 

17392 

li 

5173 

M 


Enfuite , à l’aide  des  quotiens  i , 1 , 3 , 
&c,  on  formera  les  fraftions 

3>  ^ 

* i ü lÉ. 

lî  a)  7>  16  J 39  > 

& la  pénultième  fraftion  ^ fera  celle  que 
nous  avons  défignée  en  général  par^,-  de 
forte  qu’on  aura 23  , qz=z\6\  & comme 
cette  fraflion  eft  la  quatrième , & par  con- 
féquent  d’un  quantieme  pair , il  faudra 
prendre  le  ligne  fupérieur  ; ainfi  l’on  aura 
en  général 

jc=23 .1 1-|- 56m  , & i-{-39/7z,  ' 

m pouvant  être  un  nombre  quelconque  en- 
tier politif  ou  négatif. 
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Remarque, 

4Ç.  On  doit  la  première  folution  de  ce 
problème  à M.  Bachet  de  Me:^iriac , qui 
l’a  donnée  dans  la  fécondé  édition  de  Tes 
Récréations  mathématiques , intitulées  Pro- 
blemes  plaifans  & délectables  ^ &c,  La  pre- 
mière édition  de  cet  Ouvrage  a paru  en 
1612,  mais  la  folution  dont  il  s’agit , n’y 
eft  qu’annoncée , & ce  n’eft  que  dans  l’édi- 
tion de  1624  qu’on  la  trouve  complette, 
La  méthode  de  M.  Bachet  eft  très  - direéle 
& très-ingénieufe , & ne  laiffe  rien  à dé- 
(irer  du  côté  de  l’élégance  & de  la  géné-  - 
ralité. 

Nous  faififlbns  avec  plaifir  cette  occa- 
(ion  de  rendre  à ce  favant  Auteur  la  juftice 
qui  lui  eft  due  fur  ce  fujet , parce  que  nous 
avons  remarqué  que  les  Géomètres  qui  ont 
traité  le  même  problème  après  lui,  n’ont 
jamais  fait  aucune  mention  de  fon  travail. 

Voici  en  peu  de  mots  à quoi  fe  réduit 
la  méthode  de  M.  Bachet.  Après  avoir  fait 
voir  comment  la  folution  des  équations  de 
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là  forme  ax — by=c,  (a  Sc  b étant  pre- 
miers entr’eux  ) , fe  réduit  à celle  de  ax 
— s’attache  à réfoudre  cette 
derniere  équation  , & pour  cela  il  prefcrit 
de  faire  entre  les  nombres  a & ^ la  même 
opération  que  fi  on  vouloit  chercher  leur 
plus  grand  commun  divifeur,  (c’eft  auffi 
la' même  que  nous  avons  pratiquée  ci-de- 
vant)} enfuite  nommant  c,  d,  &c. 

les  relies  provenant  des  différentes  divi- 
fions , & fuppofant , par  exemple , que  f 
foit  le  dernier  relie  qui  fera  nécelfairement 
égal  à l’unité , ( à caufe  que  a 8c  b font 
premiers  entr’eux , byp.  ) , il  fait , lorfque 
le  nombre  des  relies  ell  pair , comme  dans 


ce  cas, 


* ± I 


(Èa  + I , 


ces  derniers  nombres  /2  & « feront  les  plus 
petites  valeurs  de  x 

Si  le  nombre  des  relies  étoit  impair, 
comme  fi  ^ étoit  le  dernier  relie  =1,  alors 
il  faudroit  faire 

Src. 
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Il  eft  facile  de  voir  que  cette  méthodéf 
revient  au  même  dans  le  fond  que  celle  du 
chapitre  premier  j mais  elle  en  eft  moins  ^ 
commode  , parce  quelle  demande  des di- 
vifions  J au  refte , les  Géomètres  qui  font 
curieux  de  ces  matières  , verront  avec 
plaifir  dans  l’Ouvrage  de  M.  Bachtt  les 
artifices  qu’il  a employés  pour  parvenir  à 
la  réglé  précédente  , & pour  en  déduire  la 
folution  complette  des  équations  de  la  forme 
ax  — by=zc.  - 


jÉ'ev^'jS 
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PARAGRAPHE  IV. 

Méthode  générale  pour  réfoudre  en  nombres 
entiers  les  Equations  à deux  inconnues , 
dont  l’une  ne  pajfe  pas  le  premier  degré. 

Addition  pour  U Chapitre  III. 

46.  Soit  propofée  l’équation  générale , 
a-]^bx-]p<cy-\~dx^-f-exy~\-fx^-^gx^y-^  hx* 
-\-kx^y-\-  &c.  =0,  dans  laquelle  les  coef- 
ficiens  a^b  ^ c &c.  foient  des  nombres  en- 
tiers donnés,  & où  d>cy  foient  deux  nom-r 
bres  indéterminés , qui  doivent  aufli  être 
entiers. 

Tirant  la  valeur  de  y de  cette  équation , 
on  aura 

a'^bx-^dx'~\-fx'^-^hx*-\-,  &c, 

^ c~\-ex-\-gx'‘-\-kx^-\- , &c. 

ainli  la  queftion  fera  réduite  à trouver  un 
nombre  entier  qui , étant  pris  pour  x , rende 
le  numérateur  de  cette  fraêHon  divilible 
par  fon  dénominateur. 
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Soit  fuppofé 

p-=.a*\>hx-\-dx'-\‘fx^-\-hx^-\-,  &c, 
q—c-\-ex-\-gx^-\-kx^~\-,  &c. 

& qu’on  retranche  x de  ces  deux  équations 
par  les  réglés  ordinaires  de  l’Algebre , on 
aura  une  équation  finale  de  cette  forme , 
A-\-Bp-\-Cq-\-Dp'-\-Epq-^Fq^-^Gp^+  &c. 

® » 

où  les  coefficiens  A ^ B , C &c.  feront  des 
fondions  rationnelles  & entières  des  nom- 
bres û , b , c y &c. 

Maintenant,  puifque  y=z — on  aura 
aufii  p = — qy  } de  forte  qu’en  fubftituant 
cette  valeur  de/>,  il  viendra 
A —By  q-\-Cq^  Dy^q^  — Epqy  -\-Fq' 

é’C.  ZZZ-O  y ^ < 

OÙ  l’on  voit  que  tous  les  termes  font  mul- 
tipliés par  à l’exception  du  premier  ter- 
me Ai  donc  il  faudra  que  le  nombre  A 
foit  divifible  par  le  nombre  q , autrement 
il  feroit  impolTible  que  les  nombres  q Ecy 
pulTent  être  entiers  à la  fois. 

On  cherchera  donc  tous  les  divifeurs  du 
nombre  entier  connu  ^ & on  prendra 

fuccdîivement  - 
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fucceflïvement  chacun  de  ces  divifeurs 
pour  q ; on  aura  par  chacune  de  ces  fup- 
pofitions  une  équation  déterminée  en  jc, 
dont  on  cherchera , par  les  méthodes  con- 
nues , les  racines  rationnelles  & entières , 
s’il  y en  a j on  fubftituera  enfuite  ces  ra- 
cines à la  place  de  jc,  & on  verra  (\  les 
valeurs  rél’ultantes  de/?  & de  ^ feront  telles 
que  ^ foit  un  nombre  entier.  On  fera  sûr 
de  trouver  par  ce  moyen  toutes  les  valeurs 
entières  de  x , qui  peuvent  donner  aufli 
des  valeurs  entières  pour  j'  dans  l’équation 
propofée.  ' 

De-là  on  voit  que  le  nombre  des  folu- 
tions  en  entiers  de  ces  fortes  d’équations 
eft  toujours  néceffairement  limité  ; mais  il 
y a un  cas  qui  doit  être  excepté , & qui 
échappe  à la  méthode  précédente. 

47.  Ce  cas  eft  celui  où  les  coefficiens 
g *5*c.  font  nuis,  en  forte  que  l’on 
ait  Amplement 

&c. 

^ C . ' 

or  voici  comment  il  faudra  s’y  prcfidre  ' 
Tome  IL  L1 


530  A n D^i  T I 0 N s. 
pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  x qui 
pourront  rendre  la  quantité  , 

û— |— é j~ A |— ■ J &c, 
divifible  par  le  nombre  donné  c : je  fup- 
pofe  d’abord  qu’on  ait  trouvé  un  nombre 
entier  n qui  fatisfafle  à cette  condition ,, il 
eft  facile  de  voir  que  tout  nombre  de  la 
forme  n-Vn-c  y fatisfera  auffi , h-  étant  un 
nombre  quelconque  entier  j de  plus  fi  /:  eft 
>■  J , ( abftraéHon  faite  des  fignes  de  n & 
de  c),  on  pourra  toujours  déterminer  le 
nombre  /*  & le  figne  qui  le  précédé , en 
forte  que  le  nombre  n-j^n-c  devienne 
& il  eft  aifé  de  voir  que  cela  ne  fauroit 
fe  faire  que  d’une  feule  maniéré , les  valeurs 
de  /Z  & de  c étant  données  ; donc  fi  on  dé- 
figne  par  n'  cette  valeur  de /z+/^c,  laquelle 
eft  < ^,  & qui  fatisfait  à la  condition  dont 
il  s’agit,  on  aura  en  général  n—n'^n-c  y 
A4  étant  un  nombre  quelconque. 

D’où  je  conclus  que  fi  on  fubftitue  fuc- 
ceflivement , dans  la  formule  a-\-bx-\-dx*^ 
&c.  à la  place  de  x tous  les  nom- 
bre%entiers'pofitifs  ou  négatifs  qui  nepafient’ 
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pas  & qu’on  dénote  par  n' , n" , n"'  &c, 
ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  la  quan- 
tité a-^bx-\-dx'  &c.  divifible  par  c, 

tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire 
le  même  effet , feront  néceffairement  ren- 
fermés dans  ces  formules 

n'+M^'c,  n‘'+H’"Cj  &c. 

yu,",  n"'y  &c.  étant  des  nombres  quel- 
conques entiers. 

On  pourroit  faire  ici  différentes  remar- 
ques pour  faciliter  la  recherche  des  nombres 
n\  n”  y n"‘ , £rc.  mais  nous  ne  croyons  pas 
devoir  nous  arrêter  davantage  fur  ce  fujet, 
d’autant  que  nous  avons  déjà  eu  occafion 
de  le  traiter  dans  un  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
l’année  1768  , & quf  a pour  titre  nouvelle 
Méthode  pour  réfoudre  les  Problèmes  indé- 
terminés, 

48.  Je  dirai  cependant  encore  un  mot  ‘ 
de  la  maniéré  de  déterminer  deux  nombses 
X ^ y , en  forte  que  la  fraéHon 
cy” -\-hy”'  ~^x-\-  dy”^  ~ &c. 

L1  ij 
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devienne  un  nombre  entier  ; c’eft  une  re- 
cherche qui  nous  l'era  fort  utile  dans  la 
fuite.  . T 

Je  fuppofe  que  y x doivent  être  pre- 
miers entr’eux , & que  de  plus  doive  être 
premier  à c , je  dis  qu’on  pourra  toujours 
faire  x=^ny — ^ étant  des  nombres 
indéterminés  j car  en  regardant  x , y èic 
comme  des  nombres  donnés , on  aura  une 
équation  qui  fera  toujours  réfoluble  en  en- 
tiers par  la  méthode  du  §.  III,  à caufe  que 
y & c n’ont  d’autre  commune  mefure  que 
l’unité , par  l’hypothefe.  Or  11  on  fubftitue 
cette  expreflion  de  x dans  la  quantité  ay”^ 
x-\~dy”‘~'^  &'c.  elle  deviendra 

— (b-\-zdn-\-xnfn'-i-  7 

' — , 

& il  eft  clair  que  cette  quantité  ne  fauroit 
êt^e  divifible  par  c,  à moins  que  le  premier 
terme  ■ ' . 

(^a-^-bn-ydn^yf n?y  &c.')y”' 
ne' le  foit,  puifque  tous  les  autres  termes'" 
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font  des  multiples  de  c.  Donc , comme  c &jv' 
font-fuppofés  premiers  entr’eux,  il  faudra 
que  la  quantité 

xi-^bn'^drC-^-fn}-^- y &c.  . •• 

foit  elle-même  divifible  par  c ; ainfi  ilTi’y 
aura  qu’à  ehetcher  par  la  méthode  de  l’art, 
préc.  toutes  les  valeurs  de  n qui  pourront 
fâtisfaire  à.cette  condition , & alors  on  aura 
en  général  ' r v ' / ' • 

étant  un  nombre-  quelconque  entier. 

Il  eft  bon  d’obferyer  que  quoique  nous 
ayons  Tuppofé  que  lès  nombres  x y doi- 
vent-être;  premiers  entr’eux , ainfi  que  les 
nombresîjy- notre  folutiom  n’en  eft  ce- 
pendant pas  moins  générale  ; car  fi  on  vou- 
loir que  X ^ y euffent  une  commune  me- 
fure  «,  il  n’y  auroit  qu’à  mettre  «jc'  & «y' 
à la  place  de  &y,  & on  regarderoit  en- 
fuite  x'  &cy'  comme  premiers  entr’eux  j de 
même  ü y\  c devaient  avoir  une  com- 
mune mefure  ^ , on  pourroit  mettre  ^y'  ' à 
la  place  dey',  & il  feroit  permis  de  regarder 
y"  & c comme  premiers  eyair’eux... 

Lliij 
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PARAGRAPHE  V. 

» 

Méthode  dlrcSe  & générale  pour  trouver  les 
valeurs  3,e  x , qui  peuvent-  rendre  ration'» 
nelles  les  quantités  de  la  forme  ' 

• V (a-j-bx-j-cx*)  - 
: & pour  réfoudre  en  nombres  ràtioniïels  les 
■ équations  indéterminées  du  fécond  degré 
à deux  inconnues , lorfqu  elles  admettent 
des  folutions  de  cette’ efpece,'  ‘ >■  T 

• . . - _ -Il , J ■ ; r ' 

Addition  pour  U Chapitre  1 F. 

49-  Je  fuppofe  d’abord  que  les' nombres 
connus  a^  b ^ c foient  entiers  f.s’ils--4toient 
fraftionnaires , il  n’y  auroit  qu’àdes  réduire 
à un  même  dénominateur  carré  ",  & alors 
il  eft  clair  qu’on  pourroit  toujours  faire  Abf- 
traélion  de  leur  dénominateur  j quant  au 
nombre  x , on  fuppofera  ici  qu’il  puiffe  être 
entier  pu  fraftionnaire  y & on  verra  par  la 
fuite  comment  il  faudra  réfoudre  la  quef- 
tion , lorfqu’on  ’ne  veut  admettre  que  des 
nombres  entiers,  ■ - ^ 

I ' 
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, Soit  donc  ' 

\/{a-{-bx+cx^)z=zy, 

& l’on  en  tirera 

^4ar)  ; 

de  forte  que  la  difficulté  fera  réduite  à ren- 
dre rationnelle  la  quantité 

1/(4^^*+^*— 4fl0- 
50.  Suppofons  donc  en  général  qa^on  ait 
à rendre  rationnelle  la  quantité 
c’eft-à-dire,  à rendre  Ay^-\-B  égal  à un 
carré  ^ A Su  B étant  des  nombres  entiers 
donnés  pofitifs  ou  négatifs , & y un  nombre 
indéterminé  qui  doit  être  rationnel. 

Il  eft  d’abord  clair  que  fi  l’un  des  nom- 
bres A ou  B^  étoit  = I , ou  égal  à un  carré 
quelconque,  le  problème  feroit  réfoluble 
par  les  méthodes  connues  de  Diophante  y 
qui  font  détaillées  dans  le  chap.  IV  ; ainfi 
nous  ferons  ici  abfiraéHe^a  dé  ces  cas,  ou 
plutôt  nous  tâcherons  d'y  ramener  tous  les 
autres. 

' De  plus , fi  les  nombres  A^B  étoietst 
^elivifibles  par  des  nombres  carrés  quelcon- 
ques, on  pourroit  aufil  faine  abfbaéfipn  dç 

L1  iv 
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ces  divifeurs , c’eft-à-dire  , les  fupprimer  y 
en  ne  prenant  pour  A&c  B que  les  quotiens 
qu’on  auroit  après  avoir  divifé  les  valeurs 
données  par  les  plus  grands  carrés  poffibles  j 
en  effet,  fuppofant ^ , & B=.pB'y 

on  aura  à rendre  carré  le  nombre  A'tt'y^ 
donc  divifant  par  & faifant 
\ il  s’agira  de  déterminer  l’inconnue 

y'  ; en  forte  que  A' y' B'  foit  un  carré. 

D’où  il  s’enfuit  que  dès  qu’on  aura  trouvé 
une  valeur  de  j/  propre  à rendre  Ay^-\-B 
égal  à un  carré,  en  rejetant  dans  les  valeurs 
données  de  & de  ^ les  faéleurs  carrés 
qu’elles  pourroient  renfermer,  il  n’y 
aura  qu’à  multiplier  la  valeur  trouvée  àty 
par^,  pour  avojr  celle  qui  convient  à la 
quantité  propofée.  „ 

u-5  51.  Confidérons  donc  la  formule  Ay* 
rf-  B'^  dans  laquelle  A & foient  des  nom- 
bres entiers  donnés  qui  ne  foient  diyifibles 
:paf  aucun  carré  j & comme  on  fuppofe  que, 
-jy.puiffe  être  une^l^aéfion , faifons^=^, 
^ q étant  des  nombres  entiers  ^ premiers 
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entr’eux-,  pour  que  la  fraftion  foit  réduite 
à fes  moindres  termes  ; pn  aura  donc  la 

quantité  qui  devra  être  un  carré; 

f?  ' 

donc  Ap^-\-Bq^  devra  en  être  un  auffi  ; de 

forte  qu’on  aura  à réfoudre  l’équation  A 
en  fuppofant  p>  q ^ \ des 
^ ^nombres  entiers. 

Or  je  dis  qu’il  faudra  que  q foit  premier 
\ A ^ ^ que  P le  foit  k B ; car  (\  q ^ A 
■avoient  un  commun  divifeur , il  eft  clair 
que  le  terme  Bq^  feroit  divifible  par  le  carré 
de  ce  divifeur  ; & que  lé  terme  Ap'  ne 
‘feroit  divifible  que  par  la  première  puif- 
iànce  du  même  divifeur , à çaufe  que  ÿ &/> 
font  premiers  entr’eux , & que  A eft  fup- 
pofé  ne  contenir'auciin  fafteur  carré  ; donc 
de  nombre  Ap*  B q'  ne  feroit  diviftble 
qu’une  feule  fois  parle  divifeur  commun 
de  y & de  , par  conféquent  if  feroit  im- 
-poffible  que*  ce  : nombre -fût  un  carré.  On 
.prouvera  de  même  que  ^ ne  fauroient 
avoir  aucun  divifeur  commun. 


m- 
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Réfolution  de  V équation  Ap*-|-Bq*=z*  en 
nombres  entiers, 

52.  Suppofons  A plus  grand  que  B , oti 
écrira  cette  équation  ainfi, 
Ap^=i'^Bq\ 

on  remarquera  que  comme  les  nombres 
P , q Sc  I doivent  être  entiers  , il  faudra 
que  jf’ — B q^  foit  divifible  par  A. 

Donc  , puifque  ASc  q font  premiers  en- 
tr’eux , ( art.  préc.  ) , on  fera , fuivant  la 
méthode  du  §.  IV,  art.  48,  ci-deflus, 
l—nq—Aq',  ^ 

n Si  q'  étant  deux  nombres  entiers  indé- 
terminés j ce  qui  changera  la  formule 
— Bq'  en  celle-ci, 

5,  {n'  — B)q'  — inAqq'-\~A'q'  J 

jdans  laquelle  il  faudra  que  n' — B foit  di- 
^vilible  par  , en  prenant  pour  n un  nom* 
i>re  entier  non  > ^.  . ■ 

f • On  eflayera  donc  pour  n tous  les  nom- 
bres entiers  qui  ne  furpaffent  pas  & fi 
on  n’en  trouve  aucun  qui  fende  n' — B dî- 
vifible  TpzxA-^  on  en  conclura  fur  le  champ 
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tjue'Féquation  — Bq^  n’efl:  pas  ré- 

ibiuble  en  nombres  entiers , & qu’ainfi  la 
^quantité  Ay'-\-B  ne  fauroit  jamais  devenir 
un  carré.  ■ 

Mais  Ct  on  trouve  une  ou  plufieurs  valeurs 
îàtisfaifantes  de  on  les  mettra  l’une  après 
Vautre  à la  pface  de  n , & on  pourfuivra 
le  calcul  comme  on  va  le  voir, 

■Je  remarquerai  feulement  encore  qu’il 
feroit  inutile  de  donner  auffi  à n des  valeurs 
plus  grandes  que  car  nommant  n", 
n'"  &c,  les  valeurs  de  n moindres  que 
''quiréhdront  — B divifible  par  A , toutes 
les  autres  valeurs  de  n qui  pourront  faire  le 
même  effet  feront  renfermées  dans  ces  for- 
mules , n'+t^'A  , n"+[*"A  j n'''-H»-''‘A  &c, 
\ article  47  du  §.  IV  ) j or  fubftituant  ces 
'valeurs  à la  place -de  n dans  la  formule 

— xnAqq' A^q'',  c’eft-à-dire 
'(77^ — Aq'  y— Bq' , il  eft  clair-  qu’on  aura 
les  mêmes  réfultats  que'  lî  on  mettoit  feu- 
lement /z',  n" , n'"  &c.  à la  place  de  /z, 

I & qu’on 'ajoutât  à ^’des  quantités 
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que,, comme 

q'  eft  un  nombre  indéterminé , ces  fubfti- 
tutions  ne  donneroient  pas  des  formules  dif- 
férentes de  celles  qu’on  aura  par  la  (impie 
fubilitution  des  valeurs  n' , n'\  n'" , &c. 

53.  Puis  donc  que  n' — B doit  être  di- 
vifible  par  A , foit  A'  le  qiütient  de  cette 
divifion,  en  forte  que  AA'  — rû — B ; & 
l’équation  A p^=^^—Bq^= ‘ 

I - A 

étant  divifée  par  A y deviendra 

celle-ci, 

p^=A'f  — inqf~\~Aq\  . 

OU  A'  fera  néceffairement  moindre  que 

à caufe  que  A'—  — &'  que  B<^A'y 

A 

" _ ‘ J ^.Â^L..vî 

& n non  > ^ . . . _ • 

Or  1°.  (i  A'  eft  un  nombre  carré  ,.il  eift 
clair  que  cette 'équation  fera  réfolubIe;  pac 
les  méthodes  connues , Sr  l’on  en  aura^  Ja 
folution  la  plus  (impie  qu’il  eft  poffible,*en 
faifant  ÿ!  = q,  q=i  & pz=\/A',  , t 

2°.  Si  A'  n’eft  pas  égal  à un  carré , on 
.verra  ft,çe  nombre  eft  moindre  que  B j pu 

; 
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au  moins  s’il  eft  divifible  par  un  nombre 
quelconque  carré , en  forte  que  le  quotient 
foit  moindre  que  B , abftradHon  faite  dés- 
ignés } alors  on  multipliera  toute  l’équation 
par  A' , & l’on  aura,  à caufe  (îé  ^A' — rC 

A' p'=.(^  A'  q — nq'y  — B q^  ; 

t 

de  forte  qu’il  faudra  que  B <f-\-A' p'  foit 

un  carré  j donc  divifant  par  & faifant  — 

^ P 

^A'  = C,  on  aura  à rendre  carrée  la. 

I 

formule  By^-^C , laquelle  eft , comme  l’on 
voit,  analogue  à celle  de  l’art.  2.  Ainf  , fi 
C contient  un  faéleur  carré  on  pourra 
le  fupprimer , en  ayant  attention  de  mul- 
tiplier enfuite  par  y la  valeur  qu’on  trou- 
vera pour  y' , pour  avoir  fa  véritable  va- 
leur ; & l’on  aura  une  formule  qui  fera  dans 
le  cas  de  celle  de  l’art.  5 1 , mais  avec  cette 
différence  que  les  coefficiens  B Si  C àe 
celle-ci  feront  moindres  que  les  coefficiens 
A ^ B àe  celle-là. 

5 4.  Mais  ft  A'  n’eft  pas  moindre  que  B , 
ni  ne  peut  lé  devenir  en  le  divifant  par  le 
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plus  grand  carré  qui  le  mefure , alors  ort 
fera  q=.vq'  ^ fubftituant  cette  va- 
leur dans  l’équation , elle,  deviendra 

p^  = A^q^  — in'q-q^J^A"q\ 
où  72'=;» — v A',  < .. 

& A"=A'v^ — :inv-4^A=z-  . 

‘ A' 

On  déterminera,  ce  qui  eft  toujours  pof- 

lîble,  le  nombre  entier  »,  en  forte  que 
A' 

ne  foit  pas  > — ? abftraftion  faite  des- 
lignes,  & alors  il  eft  clair  que  -^"deviendra 

^ I 

<^A' , à caufe  de  A^'  = ^ & de  B 

= ou  & 72  = ou  < — . 

2i 

On  fera  donc  ici  le  même  raÙbnnement 
que  nous  avons  fait  dans  l’article  précédent, 
& ft  eft  carré , on  aura  la  réfolution  de  ‘ 
réquati'onj  fi  A"  n’eft  pas  carré , mais  qu’il 
foit  ou  qu’il  le  devienne , étant  divifé 
par  un  carré , on  multipliera  l’équation  par 

& on  aura,  en  faifant  ~=ry 
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I 

î=C,  la  formule  C,  qui  devra  être 
un  carré,  & dans  laquelle  les  coefficiens 
& C , ( après  avoir  fupprimé  dans  C les 
divifeurs  carrés , s’il  y en  a ) , feront  moin- 
dres que  ceux  de  la  formule  Ay*^B  de 
l’art.  51.  , 

Mais  fl  ces  cas  n’ont  pas  lieu , on  fera , 
comme ci-deflus,  y' = l’équa- 

tion fe  changera  en  celle-ci. 


p'=A'"  q"  f , 

où  n"=n' — v' A"  , 


I 7? 

& A'"  = A"V^ — = — — , 

Ai 

On  prendra  donc  pour  un  nombre  en- 

A“ 

tier , tel  que  n"  ne  foit  pas  > — , abf- 

2i 

traélion  faite  des  lignes  j & comme  B n’eft 
pas  'p-A"  y {hyp.  ) , il  s’enfuit  de  l’équation 


que  A'"' 


fera  ainfî 


on  pourra  faire  derechef  les  mêmes  raifon- 
neraens  que  ci-defliis , & on  en  tirera  des 
concluions  fegiblables,  & ain(i  de  fuite.  - 
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' Maintenant,  comme  les  nombres 
A',  A" , A'"'&c.  forment  une  fuite  décroif* 
fante  de  nombres  entiers , il  eft  vifible  qu’en 
continuant  cette  fuite  on  parviendra  né- 
ceffairement  à un  terme  moindre  que  le 
nombre  donné  B ; Sa  alors  nommant  ce 
terme  C , on  aura , comme  nous  l’avons  vu 

I 

ci-deffus,  la  formule  à rendre? 

égale  à un  carré.  De  forte  que  par  les  opé- 
rations que  nous  venons  d’expofer , on  fera 
toujours  affuré  de  pouvoir  ramener  la  for- 
mule Ay'^-^-B  à' une  autre  plus  fimple, 

1 

telle  que  By'-\-C , au  moins  û le  problème 
eft  réfoluble. 

55.  Or , de  même  qu’on  a réduit  la  for- 

I 

mule  Ay'+B  à celle-ci  on  pourra 

réduire  cette  derniere  à cette  autre -ci, 

II 

Cy^-\‘D , où  D fera  moindre  que  C,  & 
ainfi  de/uite  J & comme  les  nombres  A, 
B ,C , D &c.  forment  une  férié  décroif- 
fante  de  nombres  entiers,  il  eft  clair  que 
cette  férié  ne  pourra  pas  aller  à l’infini , 8c 
qu’ainfi  l’opération  fera  toujours  néceîTai- 

rement 
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rement  terminée.  Si  la  qiieftion  n’admet 
point  de  folution  en  nombres  rationnels, 
on  parviendra  à une  condition  impoffible  ; 
mais  fi  la  queftion  eft  réfoluble , on  arri- 
vera toujours  à une  équation  Temblable  à 
celle  de  l’art.  5 3 , & où  l’un  des  coefficiens , 
comme  A' , fera  carré  j en  forte  qu’elle  fera 
fufceptible  des  méthodes  connues  j or  cette 
équation  étant  réfolue  , on  pourra , en  ré- 
trogradant, réfoudre  fucceflivement  toutes 
les  équations  précédentes , jufqu’à  la  pre- 
mière 

Eclairciflbns  cette  méthode  par  quelques 
exemples. 

Exemple  L 

56.  Soit  propofé  de  trouver  une  valeur 
rationnelle  de  x , telle  que  la  formule 

devienne  un  carré.  ( Voy.  chap.  IV.  art.  57 
du  traité  précédent). 

On  aura  donc  ici  at=.'j , 5 , c=i  3 j 

donc  4C=4.i3,  & b" — 4ac== — 139;  de* 
forte  qu’en  nommant  y la  racine  du  carré 
Tomi  11,  M m 
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dont  il  s’agit,  on  aura  la  formule  4.1 
— 139  qui  devra  être  ui?  carré;  ainfi  on 
aura  >^=4.1 3 & 39  , où  l’on  re- 

marquera d’abord  que  A eft  divilible  par 
ie  carré  4 ; de  forte  qu’il  faudra  rejeter  ce 
divifeur  carré  & fuppofer  fimplement  A 
“1 3 ; mais  on  fe  fouviendra  enfuite  de  di- 
vifer  par  z la  valeur  qu’on  trouvera  pour 
(art.  50). 

On  aura  donc,  en  faifantjy=^,  l’équa- 
tion 13/'  — 139^’-=::^%  ou  bien,  à caufe 
que  139  eft  >13,  on  feraj'=^,  pour 
avoir  — 1 39/’’~l“t  3?’={*  » équation  qu’on 
écrira  ainfi, 

On  fera,  (art.  52),  \=nq — 1395'',  ^ 
il  faudra  prendre  pour  n un  nombre  entier 
non  > 4-’^  c’eft-à-dire  <70,  tel  que  rù 
— 13  foit  divifible  par  139;  je  trouve  n 
=41,  ce  qui  donne  rC — i3  = i668=;i  39 
.12;  de  forte  qu’en- faifant  la  fubftitution 
& divifant  enfuite  par  — 139,  on  aura 
.l’équation 

I 

12  4- 2. 41  ^^'—139 
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Or,  comme  — 12  n’eft  pas  un  carré, 
cette  équation  n’a  pas  encore  les  conditions 
r^uifes  ; ainii,  puifque  i 2 elt  déjà  moindre 
q||p  1 3 J on  multipliera  toute  l’équation  par 
— 12,  & elle  deviendra  — iip^=:( — izq 

I I 

-j-417)^ — ^orte  qu’il  faudra  que 
13^'* — \ip"  foit  un  carré,  ou  bien,  en 
faifant  — =^y , que  1 3 — 12,  en  foit  un 
audi. 

On  voit  ici  qu’il  n’y  auroit  qu’à  faire 

I 

i mais  comme  ce  n’eft  que  le  hafard 
qui  nous  donne  cette  valeur , nous  allons 
pourfuivre  le  calcul -félon  notre  méthode, 
jufqu’à  ce  que  l’on  arrive  à une  formule 
qui  foit  fufceptible  des  méthodes  ordinaires. 
Comme  1 2 eft  divifible  par  4 , je  rejete  ce 
divifeur  carré,  en  me  fouvenant  que  je  dois 
enfuite  multiplier  la  valeur  de  y'  par  2 ; 
j’aurai  donc  à rendre  carrée  la  formule 

I t 

1 — 3 , ou  bien  , en  faifant  y=y,  (on 
fuppofe  que  r & y' font  des  nombres  entiers 
premiers  entr’eux , en  forte  que  la  fraélion 

Mm  ij 
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j(o\t  déjà  réduite  à fes  moindres  termes, 
comme  la  fraftion  j) , celle-ci  i-^r — 3/*j 
foit  la  racine  ij-' , j’aurai  # 

& je  ferai  — — 13/',  m étant  un 

nombre  entier  non  > c'eft-à-d.  <7, 
& tel  que  foit  divilîble  par  13  j or 

je  trouve  mz=.6  , ce  qui  donne  ;t2’-|-3z=39 
r::ri  3 . 3 ; donc  fubllituant  la  valeur  de 
& divifant  toute  l’équation  par  13,  on  aura 

Comme  le  coefficient  3 de  f"‘  n’eft  ni  carré 
ni  moindre  que  celui  de  p dans  l’équation 
précédente,  on  fera,  (art.  5 4) , /:r=Aiy'‘ 
& fubftituant  l’on  aura  la  transfor- 
mée 

r’=37*-2(6-3M)/"/'-h(5/*’-3.6M-Hi3)Â 
on  déterminera  iW,  en  Ibrte  que  6—3/^  ne 
foit  pas  > J,  & il  efl:  clair  qu’il  faudra 
faireyw=2,  ce  qui  donne  6 — 3M-z=o  j 85 
l’équation  deviendra 

laquelle  eft , comme  l’on  voit , réduite  à 
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l’état  demandé,  puifque  le  coefficient  du 
carré  de  l’une  des  deux  indéterminées  du 
fécond  membre  eft  aulîi  carré. 

On  fera  donc  , pour  avoir  la  folution  la 
plus  fimple  qu’il  eft  poffible , /"— o , f'^i 
& r=i  J donc  1 , & A&-\ky'=z'^ 

mais  nous  avons  vu  qu’il  faut  mul- 
tiplier la  valeur  de  par  2 ; ainfi  on  aura 
y'=-i  J donc,  en  rétrogradant  toujours; 


on  aura^  = i ; donc  q'=p  i donc  l’équa- 
tion — i2yD’=( — 12^+41^')’— 13^%  don- 
nera ( — i2ÿ-j-4i^)*=^*  ; donc  — 12^ 
c’eft-à-dire  I2^=:40/j,-  donc 


= mais  comme  il  faut  di- 

vifer  la  valeur  de^  par  2,  on  aurajy=i  5 
ce  fera  le  côté  de  la  racine  de  la  formule 
propofée  7+1  5jc+i  3^^*;  ainfî  faifant  cette 
quantité  =^,  on  trouvera  par  la  réfolu- 
tion  de  l’équation,  aÔAr-j-i 5 ==+7,  d’où 

X — 


19  * 

. ou  =■ 

39  ' 


On  auroit  pu  prendre  auffi  — i2^-[-4r^ 
& l’on  auroit  eu  & 

Mm  iij 


5 50  , Additions. 
cUvifant  par  2 , ; faifantdonc  7+1 

-j-13  on  trouvera  26 a: -[-15  , 

= + -;  donc  A:=r  — — , ou  — — 

Si  on  vouloir  avoir  d’autres  valeurs  de  a:, 
il  n’y  auroit  qu’à  chercher  d’autres  folutions 

• 1 1 1 

de  l’équation  laquelle  ell 

réfoluble  en  général  par  les  méthodes  con- 
nues J mais  on  peur  auffi , dès  qu’on  connoît 
une  feule  valeur  de  x,  en  déduire  immé- 
diatement toutes  les  autres  valeurs  fatisfai- 
fantes  de  x par  la  méthode  expliquée  dans 
le  chap.  IV  du  traité  précédent. 

Remarque. 

57.  Suppofons  en  général  que  la  quan- 
tité a-\-hx-\-cx-  devienne  égale  à un  carré 
^ , lorfque  x=f,  en  forte  que  l’on  ait 

a—g'-—bf—cpi 
dp  forte  qu’en  fubftituant  cette  valeur  dans 
la  formule  propofée , elle  deviendra 

^ — /) + c )• 

Qu’on  prenne  g-]^m{x  — f)  pour  la  ra- 
cine de  cette  quantité , m étant  un  nom- 
bre indéterminé,  & l’on  aura  l’équaüon 
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^-^b{x—f)^c{x^—f'-)~g^  + img(x-f) 
'^ni'^x — fy  , c’eft-à-dire  en  effaçant  g^ 
de  part  & d’autre , & divifant  enfuite  par 

= /)> 

d’où  l’on  tire  % 

m' — c 

Et  il  eft  clair  qu’à  caufe  du  nombre  indé- 
terminé m , cette  exprefîion  de  ;f  doit  ren- 
fermer toutes  les  valeurs  qu’on  peut  donner 
à X , pour  que  la  formule  propofée  devienne 
lin  carré  j car  quel  que  foit  le  nombre  carré 
auquel  cette  formule  peut  être  égale  , il  eft 
vifible  que  la  racine  de  ce  nombre  pourra 
toujours  être  repréfentée  par  g-\-m{x — f) , 
én  donnant  à m une  valeur  convenable. 
Ainfi  quand  on  aura  trouvé  par  la  mé- 
thode expliquée  ci-deflus  une  feule  valeur 
fatisfaifante  de  a:  , il  n’y  aura  qu’à  la  pf  endre  ^ 

jpour/,  & la  racine  du  carré  qui  en  réfultéra 
pour  g i l’on  aura,  par  la  formule  précé- 
dente, toutes  les  autres  valeurs  poflibles 
de  X. 

Dans  l’exemple  précédent  ori  a trouvé 

Mm  iv 
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« 
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y—^[^  x= — ainfî  on  fera  , & 
f— — P & l’on  aura 

19  — 1 om  — im* 

3(^— Ï3)~* 

c’eft  r expreffion  générale  des  valeurs  ra- 
tionnelles de  j£T,  qui  peuvent  rendre  carrée 
la  quantité  7 -j-i  5 jc-j-i  3 

Exemple  II. 

58.  Soit  encore  propofé  de  trouver  une 
valeur  rationnelle  de^,  telle  que  23^ — 5 
foit  un  carré.  ■ - 

Comme  23  & 5 ne  font  divlfibles  par 
aucun  nombre  carré , il  n’y  aura  aucune 
réduftion  à y faire.  Ainfi  en  faifanty  = ^, 
il  faudra  que  la  formule  23/7* — 59*  de- 
vienne un  carré  f-,  de  forte  qu’on  aura 
l’équajion  2 3 -j-  j y*. 

On  fera  donc  i=nq — 23^' , & il  faudra 
prendre  pour  /2  un  nombre  entier  non  > 
tel  que  foit  divifible  par  23.  Je 

trouve  «=8  ,.ce  qui  donne  /2*^ç=23.3  > 
& cette  valeur  de  n eft  la  feule  qui  ait 


% 
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les  conditions  requifes.  Subftituant  donc 
8^ — Z 3^'  à la  place  de  & divifant toute 
réquation  par  z 3 , j aurai  celle  - ci , 

. — z.8yy'  + z3^% 

dans  laquelle  on  voit  que  le  coefficient  3 
eft  déjà  moindre  que  la  valeur  de  B qui 
eft  5 , abftraéHon  faite  du  ligne. 

Ainfi  on  multipliera  toute  l’équation  par, 

3,  & l’on  aura  3/=(3^  — 5 ; 

<7*  * • 

de  forte  qu’en  faifant  — —y , il  faudra  que 
• P 

I 

la  formule  -^5x4-3  foit  un  carré,  où 
les  coefficiens  5 & 3 n’admettent  aucune 
réduéHon. 

I 

" Soit  donc  (r  &/ font  fuppofés 

premiers  entr’eux , au  lieu  que  q'  ^ p peu- 
vent ne  pas  l’ètre  ) , & l’on  aura  à rendre 
carrée  la  quantité  — 
qu’en  nommant  la  racine  , on  aura  — 5/* 

+ 3/'  = f » & de-là  3/\ 

4 I 

On  prendra  donc  = ^f,  & il 

faudra  que  m foit  un  nombre  entier  non 
J , & tel  que  — 3 foit  divifible  par  5 i 
or  c’eft  ce  qui  eft  impoffible  , car  on  ne 
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pourroit  prendre  que  mz=.\  ou  = 2 J té 
qui  donne  — 3= — 2 ou  =1.  Ainft  on 
en  doit  conclure  que  le  problème  n eft  pas 
réfoluble  , c’eft-à-dire  qu’il  eft  impolTible 
que. la  formule  23^'“ — 5 puiffe  jamais  de- 
venir égale  à un  nombre  carré  , quélque 
nombre  que  l’on  fubftitue  à la  place  dej. 
Corollaire. 

59.  Si  on  avoir  une  équation  quelcon- 
que du  fécond  degré  à deux  inconnues , 
telle  que  a-^bx-\-cy-\-dx'‘-\-exy-^fy''=^o  ^ 
& que  l’on  proposât  de  trouver  des  valeur^ 
rationnelles  de  x ôi:  y qui  fatisfiflent  à cette 
équation , on  y pourroit  parvenir , lorfque 
cela  eft  poffible , par  la  méthode  que  nous 
venons  d’expofer. 

En  effet,  fi  on  tire  la  valeur  de  y en  x y. 
on  aura 

xfyyex->tc=^y/  ((c+e.r)' — ^f{a-\-bx-\rdx'-))y^ 
ou  bien  en  faifant 

tf=c*  — ^af,  9>—lce — ^bf,  y = e' — 40^, 
îfy-\-ex-Ç-c=\/ y 
de  forte  que  la  queftion  fera  réduite  à trou- 
ver des  valeurs  de  Ar'qui  rendent  rationnel 
le  radical 
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Remarque. 

6o.  Nous  avons  déjà  traité  ce  même 
fujet , mais  d’une  maniéré  un  peu  différente , 
dans  les  Mémoires  de  l’Académiedes  Scien- 
ces de  Berlin  pour  l’année  1767 , & nous 
croyons  être  les  premiers  qui  ayons  donné 
une  méthode  directe  & exempte  de  tâton- 
nement pour  la  folution  des  problèmes  in- 
déterminés du  fécond  degré.  Le  Leéleur 
qui  fera  curieux  d’approfondir  cette  ma- 
tière , pourra  conflilter  les  Mémoires  cités, 
où  il  trouvera  fur-tout  des  remarques  nou- 
velles & importantes  fur  la  recherche  des 
nombres  entiers  qui , étant  pris  pour  n , 
peuvent  rendre  tC — B divifible  par  A ^ 
A &L  B étant  des  nombres  donnés.  « 
On  trouvera  aulTi  dans  les  Mémoires  pour 
les  années  1770  & fuivantes , des  recher- 
ches fur  la  forme  des  divifeurs  des  nombres 
repréfentés  par  de  forte  que  par 

la  forme  même  du  nombre  A^  on  pourra 
juger  fouvent  de  l’impoffibiliré  de  l’équa- 
tion où  à un 

carré,  (art,  52). 
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PARAGRAPHE  VI. 


Sur  les  doubles  & triples  Egalités, 

6i.INJous  traiterons  ici  en  peu  de  mots 
des  doubles  & triples  égalités , qui  f«nt  d’un 
ufage  très  fréquent  dans  l’analyfe  de  Z?/o- 
phante  ^ & pour  la  folution  defquelles  ce 
grand  Géomètre  & Tes  Commentateurs  ont 
cru  devoir  donner  des  réglés  particulières. 

Lorfqu’on  a une  formule  contenant  une 
ou  plufieurs  inconnues  à égaler  à une  puif* 
fance  parfaite  , comme  à un  carré  ou  à un 
cube  &c.  cela  s’appelle  dans  l’analyfe  de 
Diophante  une  égalité  fimple  ; & lorfqu’on 
a deux  formules  contenant  la  même  ou  les 
mêmes  inconnues  à égaler  chacune  à des 
puiflances  parfaites,  cela  s’appelle  une  éga- 
lité double , & ainfi  de  fuite. 

Jufqu’ici  on  a vu  comment  il  faut  ré- 
foudre les  égalités  fimples  où  l’inconnue  ne 
palTe  pas  le  fécond  degré,  & où  la  puif- 
fance  propdfée  ell  la  fécondé,  c’eft-à-dire 
le  carré* 
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Voyons  donc  comment  on  doit  traiter 
les  égalités  doubles  & triples  de  la  même 
efpece. 

62.  Soit  d’abord  propofée  cette  égalité 
doublée , 

a-\-bx-=à  un  carré 
c “|-  = à un  carré ^ 

OÙ  l’inconnue  x ne  fe  trouve  qu’au  premier 
degré. 

Faifant  a-\-bx=t"  & c-\-dxz=u' , & 
chaffant  x de  ces  deux  équations  , on  aura 
ad — bc=dr — bu"^-,  donc  di^—bu'-\-ad — bc,. 
& (^dty=^dbu^-\-(^ad — bc')dÿ  de  forte 
que  la  difficulté  fera  réduite  à trouver  une 
valeur  rationnelle  de  telle  que  dbu'-\-ad* 
—bcd  devienne  un  carré.  On  réfoudra 
cette  égalité  (impie  par  la  méthode  expofée 
ci-deffus,  & connoiffant  ainfi  u on  aura 
u' — c 
^—~d~' 

Si  l’égalité  doublée  étoit 

ax'-\-bx  = àun  carré 
cx^-\-dx=zàun  carré , 

il  n’y  auroit  qu’à  faire  •^=~.  > & muld- 
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plier  enfuite  l’une  & l’autre  formule  par 

1 

le  carré  jc*  , on  auroit  ces  deux  autres  éga- 

I I 

lités  a-^bx=.à  un  carré  & c-^dx==.  à un 
carré,  qui  font  femblables  aux  précédentes. 

Ainfi  on  peut  réfoudre  en  général  toutes 
les  égalités  doubles  où  l’inconnue  ne  paffe 
pas  le  premier  degré  , & celles  où  l’incon- 
nue fe  trouve  dans  tous  les  termes , pourvu 
qu’elle  ne  paffe  pas  le  fécond  degré  j mais 
il  n’en  eft  pas  de  même  lorfque  l’on  a des 
égalités  de  cette  forme, 

a-\-b  x-\-cx'^  = à un  carré 
«L-^9‘X-]^yx''-=^à  un  carré. 

Si  on  réfoud  la  première  de  ces 'égalités 
par  notre  méthode  , & qu’on  nomme  /la 
valeur  de  ôc  qui  rend  a-^bx-^-cx""  — zm 
carré on  aura  en  général , (art.  57), 

772" C * 

donc  fubftituant  cette  expreflion  de  x dans 
l’autre  formule  »+  ^X‘-\-yx'',  & la  mul- 
tipliant enfuite  par  (/tz* — c)%  on  aura  à 
réfoudre  l’égalité, 

«(/n* — c)'*-j-^(;72* — c)  (/«*  — 
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I 

—!-igm-^b-\-cfyz=.  à un  carré  y 
dans  laquelle  l’inconnue  m monte  au  qua- 
trième degré. 

Or  on  n’a  jufqu’à  préfent  aucune  réglé 
générale  pour  réfoudre  ces  fortes  d’égalités , 
& tout  ce  qu’on  peut  faire , c’eft  de  trouver 
fucceffivement  différentes  folutions,  lorf- 
qu’on  en  connoît  une  feule.  (Voyez  le  cha- 
pitre IX). 

63.  Si  on  a voit  la  triple  égalité 

axA^hy 
cx-\-dy 
hx^ky 

on  feroit  ax-\-by—t'  y cx-\-dy=.u""  y & 
& chaffant  x de  ces  trois 
équations , on  auroit  celle-ci , 

(a/: — b}i)iC  — (c/:  — dh')t^  = (^ad — Ob') p ; 
de  forte  qu’en  faifant^={,  la  difficulté  fe 
réduiroit  à réfoudre  l’égalité  fimple. 


: a un  carre , 


ak — bh  , ck — dh 

, . 

ad  — cb'^  ad — cb 


— à un  carré  y 


laquelle  efl: , comme  l’on  voit , dans  le  cas 
de  notre  méthode  générale. 
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Ayant  trouvé  la  valeur  de  ;j- , on  auri 
& les  deux  premières  équations 
donneront 


d—b: 


y 


af  — c 


ad — cb'  ’ ad—-cb 
Mais  fi  la  triple  égalité  propofée  ne  con- 


tenoit  qu’une  feule  variable , on  retombe- 
roit  alors  dans  une  égalité  où  l’inconnue 
monteroit  au  quatrième  degré. 

En  effet , il  eft  clair  que  ce  cas  peut  fè 
déduire  du  précédent  , en  faifant  y~i  j 

de  forte  qu’il  faudra  que  l’on  ait  x* 

« ad- — cb 


=i , & par  conféquent  ^4 7 à un 

ad — cb 

carré. 

Or  nommant  / une  des  valeurs  de  qui 
peuvent  fatisfaire  à l’égalité  ci-delTus,  & 
faifant,  pour  abréger,  on  aura 

en  général,  (art.  57), 

^ rri"  — e r 

Donc,  fubftituant  cette  valeur  de  ^ dans 
la  derniere  égalité  , & la  multipliant  toute 
par  le  carré  de  zn*— e , on  aura  celle-ci , 

a(fm^ 
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a {fin'  — igm  -f-  efy  — c{m*  — e)' 
ad — cb 

à un  carré , où  l’inconnue  m monte  , 
comme  l’on  voit , au  quatrième  degré.  ' 


PARAGRAPHE  VIL 

Méthode  directe  & générale  pour  trouver  tou» 
tes  les  valeurs  de  y exprimées  en  nombres 
entiers  ^ par  le  [que  lies  on  peut  rendre  ra» 
<-  tionnelles  les  quantités  de  la  forme 
v/(Ay^+B), 

A 6*  B étant  des  nombres  eruiers  donnés  ; 
& pour  trouver  aujji  toutes  les  folutions 
pojjibles  en  nombres  entiers  des  Equations 
indéterminées  du  fécond  degré  à deux  in» 
■ connues» 

Addition  pour  U Chapitre  V I. 

64.  U O I Q U E par  la  méthode  du  §.  V 

on  puilTe  trouver  des  formules  générales 
qui  renferment  toutes  les  valeurs  ration- 
nelles de^ , propres  à rendre  égal 

à un  carré  , cependant  ces  formules  ne  font 
Tome  II,  N n 
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d’aucun  ufage , lorfqu’on  demande  pour^ 
des  valeurs  exprimées,  en  nombres  entiers  ; 
c’eft  pourquoi  nous  Tommes  obligés  de’ 
donner  ici  une  méthode  particulière  pour 
réfoudre  la  queftion  dans  le  cas-des  nom- 
bres entiers.  , 

Soit  donc  Ay^-\-B==x-  j^Sc  comme  A 
& B font  fuppofés  des  nombres  entiers , 6c 
que  J' doit  être  auffi  un  nombre  entier.,  il  eft 
clair  que  x devra  être  pareillement  entier  ; 
de  forte  qu’on  aura  à réfoudre  en  entiers 
l’équation 

X'  — Ay-=:B.  . 

Je  commence  par  remarquer  ici  que  fi  B 
n’ell:  divifible  par  aucun  nombre  carré , il 
faudra  nécefiairement  que  y foit  premier 
^ B i car  fuppofons , s’il  eft  poflible  , que 
y ^ B aient  une  commune  mefure  , en 

forte  quej)^=«y,  & B==ctB'  ; donc  on 

t 

aura  x'-==.Aa-^y'"—*B'  ^ d’où  il- s’enfuit 
qu’il  faudra  que  ;c-  foit  divifible  par  & 
comme  «n’eft  ni  carré  ni  divifible  par  aucun 
carré,  {hyp.)^  à caufe  que  * eft  faêleur 
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de  5 , il  faudra  que  x foit  divifible  par  ,* 

1 t I 

fail'ant  donc  x=<^x , on  aura 

X 

ou  bien  en  divifant  par  «,  «tx’ 
=.ctAy‘-\-B'  J d’où  l’on  voit  que  B'  de- 
vroit  encore  être  divifible  par  « , ce  qui  eft 
contre  l’hypothefe. 

Ce  n’eft  donc  que  lorfque  B contient  dès 
faêleurs  carrés  que  j peut  avoir  une  com- 
mune mefure  avec  B f & il  eft  facile  de 
voir  par  la  démonftration  précédente  que 
cette  commune  mefure  de  ^ & de  ^ ne 
peut  être  que  la  racine  d’un  des  fafteurs 
carrés  de  ^ & que  le  nombre  x devra 
avoir  la  même  commune  mefure  ; en  forte 
que  toute  l’équation  fera  divifible  par  le 
carré  de  ce  commun divifeur  dex , y &iB. 

De- là  je  conclus,  i®.  que  fi  B n’eft  di- 
vifible par  aucun  carré  , y Sc  B feront 
premiers  emr’eux. 

2®.  Que  fi  eft  divifible  par  un  feul 
carré  *%  y pourra  être  premier  à ou  di- 
vifible par  a. , ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  fau- 
dra examiner  féparément  ; dans  le  premier 
< N n ij 
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cas  on  réfoudra  l’équation  x' — Ay'zxzB  ^ 
en  fuppofantjy^  & B premiers  entr’eux  j dans 
le  fécond  on  aura  à réfoudre  l’équation 

x' — Ay'^—B'^  B'  étant  ==—,  en  fup- 

pofant  aufliy  & B'  premiers  entr’eux  j mais 
il  faudra  enfuite  multiplier  par  « les  valeurs 
qu’on  aura  trouvées  pour  y x , pour 
avoir  les  valeurs  convenables  à l’équation 
propofée. 

3°.  Que  fi  ^ eft  divifible  par  deux  dif- 
férens  carrés , , on  aura  trois  cas 

à confidérer  ; dans  le  premier  on  réfoudra 
l’équation  at* — Ay'=B , en  regardant  j/ 
& B comme  premiers  entr’eux  j dans  le 
fécond  on  réfoudra  de  même  l’équation 

— ‘Ay'=B' , B'  étant  = — , dans  rhy- 

pothefe  de  y & ‘ premiers  entr’eux , & 

on  multipliera  enfuite  les  valeurs  de  x ^y 

par  dans  le  troifieme  on  réfoudra  l’équa- 

/? 

tion  x^ — Ay^=B"  , B"  étant  = — , dans 

l’hypothefe  dey  & premiers  entr’eux, 
& on  multipliera  enfuite  les  valeurs  de  x 
& de  y par  K 
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4°.  &c.  Ainfi  on  aura  autant  d’équations 
différentes  à réfoudre,  qu’il  y aura  de  dif- 
férens  divifeurs  carrés  de  B ; mais  ces 
équations  feront  toutes  de  la  même  forme 
x'  — Ay'=^B , ôc  y fera  aufïï  toujours 
premier  à B. 

Confidérons  donc  en  général  l’équa- 
tion x’ — Ay'"=B  f où^  eft  premier  ài?,* 

& comme  x&cy  doivent  être  des  nombres 
entiers  , il  faudra  que  a:* — Ay"*  foit  divi-  ' 
fible  par  B. 

On  fera  donc,  fuivant  la  méthode  du 
§.  IV,  art.  48  , x=.ny — B^^  & l’on  aura 
l’équation 

(«’ — — znByi-\-B^:^*=B , 
par  laquelle  on  voit  que  le  terme  (/z* — A)y* 
doit  être  divifible  par  B , puifque  tous  les 
autres  le  font  d’eux-mêmes  ; donc , comme 
y eft  premier  à B , {hyp.) , il  faudra  que 
n’ — A foit  divifible  par  B ,•  de  forte  qu’en 
/Z* — A 

faifant  — y on  aura,  après  avoir 
divifé  par  B , 

Nn  iÿ 
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or  cette  équation  eft  plus  fimple  que  la  pro- 
pofée , en  ce  que  le  fécond  membre  eft 
égal  à l’unité. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n qui 
peuvent  rendre  w*  — A divifible  par  B 5 
pour  cela  il  fuffira,  (art.  47),  d’effayer 
pour  n tous  les  nombres  entiers  pohtifs  ou 
négatifs  non  > | } & fi  parmi  ceux-ci  on 
n’en  trouve  aucun  qui  fatisfalTe,  on  en 
conclura  d’abord  qu’il  eft  impoflible  que 
n' — A puiffe  être  divifiblepar^,  &qu’ainfi 
l’équation  propofée  n’eft  pas  réfoluble  en 
nombres  entiers. 

Mais  fi  on  trouve  de  cette  maniéré  un 
ou  plufieurs  nombres  fatisfaifans  , on  les 
prendra  l’un  après  l’autre  pour  n , ce  qui 
donnera  autant  de  différentes  équations  qu’il 
faudra  traiter  féparément , & dont  chacune 
pourra  fournir  une  ou  plufieurs  folutions  de 
la  queftion  propofée. 

Quant  aux  valeurs  de  n qui  furpafferoient 
celle  de  I , on  en  pourra  faire  abftraftion , 
parce  qu’elles  ne  donneroient  point  d’équa- 
tions différentes  de  celles  qui  réfulteront 
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des  valeurs  de  n qui  ne  font  pas  > f , com- 
me nous  l’avons  déjà  montré  dans  l’art.  5 2. 

Au  refte , comme  la  condition  par  la- 
quelle on  doit  déterminer  n ell  que  n" — A 
foit  divifible  par  B , il  eft  clair  que  chaque 
valeur  de  n pourra  être  également  pofitivè 
ou  négative  j de  forte  qu’il  fuffira  d’eflayer 
fucceflivement  pour  n tous  les  nombres 
naturels  qui  ne  font  pas  plus  grands  que  ^ , 
& de  prendre  enfuite  Us  valeurs  fatisfai- 
fantes  de  n tant  en  plus  qu’en  moins. 

Nous  avons  donné  ailleurs  des  réglés 
' pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  n 
qui  peuvent  avoir  la  propriété  requife , & 
même  pour  trouver  ces  valeurs  à priori 
dans  un  grand  nombre  de  cas.  Voye^  les 
Mémoires  de  Berlin  pour  l*année  iy6y  y 
pages  1^4  & ^ 


Nn  iv 
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Réfolution  de  r équation  Cy*— 2nyz+Bz*=i 
en  nombres  entiers. 

On  peut  réfoudre  cette  équation  par 
deux  méthodes  différentes  que  nous  allons 
expliquer. 

PREMIERE  méthode. 

66.  Comme  les  quantités  C ^ n ^ B font 
fuppofées  des  nombres  entiers , de  même 
.que  les  indétermîhées  j & { , il  eft  vifible 
que  la  quantité  Cy' — xny:^-\-B:^  fera  tou- 
jours néceffairement  égale  à des  nombres 
entiers  j par  conféquent  l’unité  fera  la  plus 
petite  valeur  quelle  puiffe  recevoir , à 
moins  qu’elle  ne  puiffe  devenir  nulle , ce 
qui  ne  peut  arriver  que  lorfque  cette  quan- 
tité peut  fe  décompofer  en  deux  fafteurs 
rationnels } comme  ceilBas  h’a  aucune  dif- 
ficulté , nous  en  ferons  d’abord  abftraôion , 
& la  queftion  fe  réduira  à trouver  les  va- 
leurs de  y & , qui  rendront  la  quantité 

dont  il  s’agit  la  plus  petite  qu’il  eft  poflible  j 
fi  le  minimum  eft  égal  à l’unité , on  aura 

la  réfolution  de  l’équation  propofée , finon 

► - * 
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•Oh  fera  affuré  qu’elle  n’admet  aucune  fo 
lution  en  nombres  entiers.  Ainfi  le  problème 
préfent  rentre  dans  le  problème  III  du  §.  II , 

. & eft  fufceptible  d’une  folution  femblable. 

Or  comme  l’on  a ici  (i/r)’ — 

(art.  65),  il  faudra  diftinguer  deux  cas, 
fuivant  que  A fera  pofitif  ou  négatif. 

Premier  Cas  lorfque  n*  — BC=A-<o. 

' 67.  Suivant  la  méthode  de  l’art.  32  il 

faudra  réduire  en  fraéHon  continue  la  frac- 
tion^, prife  pobtivement  i c’eft  ce  qu’on 
-exécutera  par  la  réglé  de  l’art.  4;  enfuite 
on  formera  par  les  formules  de  l’art,  i o la 
, férié  des  fraftions  convergentes  véN  \ , & 
il  n’y  aura  plus  qu’à  effayer  fucceffivement 
les  numérateurs  de  ces  fraéHons  pour  le 
nombrey  , & les  dénominateurs  correfpon- 
dans  pour  le  nombre  { y fi  la  propofée  eft 
réfoluble  en  nombres  entiers , on  trouvera 

• de  cette  maniéré  les  valeurs  fatisfaifantes 

\ 

àey  ^ réciproquement  on  fera  aflliré 
que  la  propofée  n’admet  aucune  folution  en 

• nombres  entiers , fi  parmi  les  nombres  qu’on 
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aura  eflayés  il  ne  s’en  trouve  point  de  ia- 
tisfaifans. 


Second  Cas  lorfque  n* — BC=A>o. 

68.  On  fera  ufage  ici  de  la  méthode  de 
l’art.  33  & fuiv.  ainfi,  à caufe  de 
on  confidérera  d’abord  la  quantité,  (arti- 
cle 39), 



a — , 

dans  laquelle  il  faudra  déterminer  les  lignes 
tant  de  la  valeur  de  /z , que  nous  avons  vu 
pouvoir  être  également 'pofitive  & néga- 
tive, que  de  }/A^  en  forte  qu’elle  devienne 
pofitive  } enfuite  on  fera  le  calcul  fuivant  : 


f=c,  ^ < 


I 

<2'- =^f+<2-,  />■ 


6-c.  6*c.  &c. 


P' 

Il  - 

F' 


& on  continuera  feulement  ces  fériés  jufqu’à 
ce  que  deux  termes  ,correlpondans  de  la 
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première  & de  la  fécondé  férié  reparoiffent 
enfemble ; alors,  fi  parmi  les  termes  de  la 
fécondé  férié  P\  P"  6'c.  il  s’en  trouve  * 
un  égal  à l’unité  pofitive , ce  terme  donnera 
une  folution  de  l’équation  propofée , & les 
valeurs  de  y & { feront  les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  />',  p'\  &c. 
& q' , q" , calculées  par  les  formules  de 
l’art.  25  i finon  on  en  conclura  fur  le  champ 
que  la  propofée  n’efl:  pas  réfoluble  en  nom- 
bres entiers.  ( Voyei^  V exemple  de  Van.  40,') 

Troijîeme  Cas  lorfque  A = à un  carré.  » 

69.  Dans  ce  cas  le  nombre  deviendra 
rationnel , & la  quantité  Cy^ — %ny:^4-P:^ 
pourra  fe  décompofer  en  deux  faéleurs  ra- 
tionnels. En  effet  cette  quantité  n’eft  autre 

i r 11  • — 

chofe  que  celle-ci,  ^ , 

laquelle,  en  fuppofant  A=a^  ^ peut  fe 
mettre  fous  cette  forme, 

(Cy±(n-}-a):')(Cy±(n-~a)^) 

C 

Or  comme  — à'=AC=(n4-a)(n — a), 
il  faudra  que  le  produit  de  n-\-a  par  n — a 
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foit  divifible  par  C , & par  conféquent  què 
l’un  de  ces  deux  nombres  n-[-a  & n — <t 
foit  divifible  par  un  des  fafteurs  de  C,  & 
l’autre  par  le  fafteur  réciproque } fuppofons 
donc  Czzibc  & que  n+az=fb , & n — a=zgc , 
fSc  b étant  des  nombres  entiers , & la  quan- 
tité précédente  deviendra  le  produit  de  ces 
deux  faéleurs  linéaires , cy^i  & by+g:^  ; 
donc  , puifque  ces  deux  faéleurs  font  égaux 
à des  nombres  entiers , il  eft  clair  que  leur 
produit  ne  fauroit  être  =.i , comme  l’équa- 
tion propofée  le  demande , à moins  que 
chacun  d’eux  ne  foit  en  particulier  =+i  ; 
on  fera  donc  cy^^=i+i  & ^y+gl=+if 
&*on  déterminera  par -là  les  nombres 
& { ,*  fi  ces  nombres  fe  trouvent  entiers , 
on  aura  la  folution  de  l’équation  propofée , 
finon  elle  fera  infoluble  au  moins  en  nom- 
bres  entiers. 

Secondé  Méthode. 

70.  Qu’on  pratique  fur  la  formule  Cy* 
— des  transformations  fembla- 
blés  à celles  dont  nous  avons  fait  ufage  plus 
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haut,  (art.  54),  & je  dis  qu*on  pourra 
toujours  parvenir  à une  transformée , telle 
que 

les  nombres  L , Af,  N étant  des  nombres 
entiers  dépendans  des  nombres  donnés  C, 
B ^ n , en  forte  que  l’on  ait  M ' — LN=.n' 
— CB— A,  & que  de  plus  lAfnefoitpas 
plus  grand , (abftraftion  faite  des  lignes)  , 
que  le  nombre  Z , ni  que  le  nombre 
les  nombres  I & 'P  feront  aulli  des  nom- 
bres entiers , mais  dépendans  des  nombres 
indéterminés 

En  effet  foit , par  exemple , C moindre 
que  jff , & qu’on  mette  la  formule  dont  il 
s’agit  fous  cette  forme 

B'y-—inyy-j-By\ 

I 

en  faifant  & \—yî  fi  n’eft  pas 

plus  grand  que  B\  il  eft  clair  que  cette 
formule  aura  déjà  d’elle-même  les  condi- 
tions requifes  j mais  fi  1 n eft  plus  grand 
que  B\  alors  on  fuppofera  ^=/7zy-j-j“ , 
& fubftituant  on  aura  la  transformée 
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où  n'  =.n — mB' , , 

— B » 

Or  comme  le  nombre  m eft  indéterminé  , 
on  pourra , en  le  fuppofant  entier , le  pren- 
dre tel  que  le  nombre  n — mB'  ne  foit  pas 
• plus  grand  que  \B'  ; alors  in'  ne  furpaf-- 
fera  pas  i?'/Ainfî , fi  2 n'  ne  furpaffe  pas 
non  plus  , la  transformée  précédente- 
fera  déjà  dans  le  cas  qu’on  a en  vue  ; mais 
fi  2n'  eft  plus  grand  que  B"  , on  continuera 

1 

alors  à fuppofer  jy' = /72j'"-|-y"' , ce  qui 
donnera  la  nouvelle  transformée 

B‘''f—2n''f‘y'''-\-B''y, 
où  r^'=zr^n'  — m'  B" , 

= m* 

On  déterminera  le  nombre  entier  m' , 
en  forte  que  n' — m' B“  ne  foit  pas  plus 

grand  que  — , moyennant  quoi  in"  ne 

JL 

furpaffera  pas  B”  -,  de  forte  que  l’on  aura 
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la  transformée  cherchée  , fi  in"  ne  furpafle 
pas  non  plus  B'" , mais  fi  in"  furpafle  B"\ 
on  fuppofera  de  nouveau  y 
ùc,  &c. 

- Or  il  eft  vifible  que  ces  opérations  ne 

peuvent  pas  aller  à l’infini  j car  puifque  xn 
efl:  plus  grand  que  B'  & que  xn'  ne  l’eft 
pas , il  efl:  clair  que  n'  fera  moindre  que  n ; 
de  même  xn'  eft  plus  grand  que  & 
xn"  ne  l’eft  pas  j donc  n'  ' fera  moindre  que 
n' , & ainfi  de  fuite  ; de  forte  que  les  nom- 
bres n , , n"  &c.  formeront  une  fuite  dé- 

croilTante  de  nombres  entiers  , laquelle  ne 
pourra  par  çonféquent  pas  aller  à l’infini. 
On  parviendra  donc  nécelTairement  à une 
formule  où  le  coefficient  du  terme  moyen 
ne  fera  pas  plus  grand  que  ceux  des  deux 
termes  extrêmes , &jqui  aura  d’ailleurs  les 
autres  propriétés  que  nous  avons  énoncées 
ci-deflhs  ; ce  qui  eft  évident  par  la  nature 
Blême  des  transformations  pratiquées. 

- ' Pour  faciliter  la  transformation  de  la  for- 
mule 


Cy*  xny:^  -|-  B:^ 
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en  celle-ci, 

je  défigne  par  D le  plus  grand  des  deust 
coefficiens  extrêmes  C ôc  B , Su  par  Dl 
l’autre  coelBcient  ; & , vice  versa , je  dé- 
lîgne  par  6 la  variable  dont  le  carré  fe  trou- 
vera multiplié  par  D'  & par  ô'  l’autre  va- 
riable} en  forte  que  la,  formule  propofée 
prenne  cette  forme  . • 

OÙ  D'  foit  moindre  que  D y enfuite  je  n’au- 
rai qu’à  faire  le  calcul  fuivant  ; 


m ^-n  — rnD' 

m'  =“,  «"  =.n'-m'D^^ 


D"  = 


D"  ’ 


= 7nô*  -l-fl'* 
= m’â"  -ffl'" 


/ï'"=«"-»2"2)"‘  2)”'= 


ô''=OT"6‘”4-e'» 


&c.  &c.  &c, 

où  il  faut  bien  remarquer  que  le  ligne  = 
qui  eft  mis  après  les  lettres  m,  m]  , m"  &c. 
n’indique  pas  une  égalité  parfaite , mais  feu- 
lement une  égalité  auffi  approchée  qu’il  eft 

poffible  , 
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poffibl^ , en  tant  qu’on  n’entend  par  m , 
m\  m"  &c.  que  des  nombres  entiers.  Je 
n’ai  employé  ce  ligne  = que  faute  d’un 
autre  ligne  convenable. 

Ces  opérations  doivent  être  continuées 
jufqu’à  ce  que*  dans  la  férié  n,  /z',  n"  &c, 
on  trouve  un  terme  comme  , qui , ( abf- 
traéfion  faite  du  ligne  ) , ne  furpalTe  pas  la 
moitié  du  terme  correfpondant  D*  de  la 
férié  D" , D"'  6’c.  non  plus  que  la 
moitié  du  terme  luivant  Alors  on 

pourra  faire  Dt—Ly  nf=:zN,  — 

& I,  ou  bien  Df=M , 

= Z & Nous  fuppoferons 

toujours  dans  la  fuite  qu’on  ait  pris  pour  M 
le  plus  petit  des  deux  nombres  Df , 

71.  L’équation  — xny 
fera  donc  réduite  à celle-ci, 

ZI* — 1 N M'^'^  =zi , 
où  — LM— A y &:  où  aA^n’eft  ni  >Z 

V 

ni  >Af,  (abfttaélion  faite  des  lignes). 
Or , M étant  le  plus  petit  des  deux  coelfi- 
ciens  Z & Af , qu’on  multiplie  toute  l’équa- 
tion par  ce  coefficient  A/,  & faifant 
Tom£  IL  O O 
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il  eft  clair  quelle  fe  changera  en  celle-ci, 

dans  laquelle  il  faudra  maintenant  diftin- 
guer  les  deux  cas  de  A pofitif  & de  ^ 
négatif.  * 

Soit  1°.  A négatif  & rz: — a,  a étant 
un  nombre  pofitif,  l’équation  fera  donc 

+ Or,  comme  — LMz=Af 

on  aura  az=.LM — iV*  ; d’où  l’on  voit 
d’abord  que  les  nombres  L M doivent  * 
être  de  mêmes  fignes  ; d’ailleurs  iN  ne 
doit  être  ni  > Z ni  > Af  ; donc  iV*  ne 
fera- pas  donc  a=^  ou  >^ZM,-& 

puifque  M eft  fuppofé  moindre  que  Z , ou 
au  moins  pas  plus  grand  que  Z,  on  aura 
à plus  forte  raifon  ou  >|  donc 
M=.  ou  < \Zy  J donc  Af  < ^ \/rt. 

On  voit  par- là  que  l’équation 
z=Af  ne  fauroit  fubfiftet  dans  l’hypothefe 
que  w & I foient  des  nombres  entiers , à 
moins  que  l’on  ne  faffe 
ce  qui  demande  que  M foit  un  nombre 
carré. 
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Suppofons  donc  & l’on  aura 

O , ; donc  par  l’équation  vzzzM'i' 

on  aura/^’'^'=+/u,  & par  eonfé- 
quent  '*'=3+^,-  de  forte  que  ne  fauroit 
être  un  nombre  entier , comme  il  le  doit, 
( Ajp.  ) à moins  que  h-  ne  foit  égal  à l’unité  , 
foit  =+i  , & par  conféquent  Af=:i. 

De -là  je  tire  donc  cette  conféquence, 
que  l’équation  propofée  ne  fauroit  être  ré- 
foluble  en  nombres  entiers , à moins  que 
M ne  fe  trouve  égal  à l’unité  pofitive.  Si 
cette  condition  a lieu,  alors  on  fera  I— o, 
1 & on  remontera  de  ces  valeurs  à 
celles  de  jy  & 

Cette  méthode  revient  pour  le  fond  au 
même  que  celle  de  l’art.  67 , mais  elle  a 
fur  celle -là  l’avantâge  de  n’exiger  aucun 
tâtonnement. 

2°.  Soit  maintenant  A un  nombre  po- 
fitif,  on  aura  — LM  ; or  comme 

iV*  ne  peut  pas  être  plus  grand  Que^,  il 
eft  clair  que  l’équation  ne  pourra  fubiifter, 
à moins  que  — LM  ne  foit  un  nombre  po- 
ftif,  c’eft- à-dire  que  L & M ne  foient  de 

O O ij 
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fignes  difîérens.  Ainfi  A fera  néceffairement 
< — LM , ou  tout  au  plus  = — LM,  fï 
N~o-,  de  forte  qu’on  aura  — LM— om 
<CA , & par  conféquent  M'"=.  ou 
ou  M—  ou  < 

Le  cas  de  Mz=z\/ A ne  peut  avoir  lieu 
que  lorfque  A eft  un  carré  ; par  conféquent 
ce  cas  eft  très-facile  à réfoudre  par  la  mé- 
thode donnée  plus  haut  , (art.  69). 

Refte  donc  le  cas  où  A n’eft  pas  carré  ^ 
& dans  lequel  on  aura  néceffairement  M 
< y/A  y ( abftraftion  faite  du  ligne  de  M')  j 
alors  l’équation  — A^"^—M  fera  dans  le 
cas  du  théorème  de  l’art.  38 , & fe  réfoudra 
par  conféquent  par  la  méthode  qu«  nous 
y avons  indiquée. 

Ainft  il  n’y  aura  qu’à  faire  le  calcul  fui- 
vant , * 

(2’  =0,  P»=i, 


O'  — 


P-  =(2W,m’  < 


-Q'-y/A 


1 II 

&c.  &c.  &c. 
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qu’on  continuera  jufqu’à  ce  que  deux  ter- 
mes, correfpondans  de  la  première  &:  de 
la  fécondé  férié  reparoiflent  enfemble  , ou 
bien  jufqu’à  ce  que  dans  la  férie'P',  P" , • 

P'"  &c.  il  fe  trouve  un  terme  égal  à l’unké 
pofitive,  c’eft-à-dire  ^P° i car  alors  îpus 
les  termes  fuiyans  reviendront  dans  le  même 
ordre  dans  chacune  des  trois  fériés,  (arr 

ticle  37).  Si  dans  la  férié  P' , P",  P‘"  &c. 

< * 

^ fe  trouve  uh  terme  égal  k M,  on  aura 
la  réfoluticn  de  l'équation  propofée  ; car  il 
n’y  aura  qu’à  prendre  pour  « & I les  termes 
correfpqndans  des  fériés p\  /j**,  p'"  &c. 
q'\  q"'  &c.  calculées  d’après  les  formules 
de  fart.  25  j & même  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  valeurs  fatisfaifantes  de  »>  & 

I,  en  continuant  à l’infinî  les  mêmes  fériés. 

Or  dès  qu’on  connoîtra  deux  valeurs  de 
on  aura,  par  l’équation 
— celle  de  't',  laquelle  fera  aufii  tour 
jours  égale  à un  nombre  entier  ; enfuite  on 
pourra  remonter  de  ces  valeurs  de  ? & 
c’eil-à-dire  de  â* & 6'' , à celles  de  fl  & â' , 
ou  bien  de  jy  & {,  (art,  70). 

O O iij 
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Mais  ü dans  la  férié  P',  P",  P'"  &c, 
il  n’y  a aucun  terme  qui  foit  = Af,  on  en 
conclura  hardiment  que  l’équation  propo-  j 
• fée  n’admet  aucune  folution  en  nombres  ‘-j 
entiers. 

Il  eft  bon  de  rernarquer  que  comme  la 
férié  P° , P' , P"  &c.  ainfî  que  les  deux 
autres,  &c.  &:  f*,  h-" ^ &c. 

ne  dépendent  que  du  nombre  A ; le  calcul 
une  fois  fait  pour  une  valeur  donnée  de  A 
fer  vira  pour  toutes  les  équations  où  A , 
c’eft- à-dire  n" — CB ^ aura  la  même  valeur; 

& c’eft  en  (|uoi  la  méthode  précédente  eft 
préférable  à celle  de  l’art.  68 , qui  exige 
un  nouveau  calcul  pour  chaque  équation. 

Au  refte  tant  que  A ne  paffera  pas  loo, 
on  pourra  faire  ufage  de  la  table  que  nous 
avons  donnée  à l’art.  41  , laquelle  contient 
pour  chaque  radical  \/ A ^ les  valeurs  des 
termes  des  deux  fériés  P”  ^ 

. — P'"  &c.  &L  h' y ■>  H-'"  &c.  continues, 

jufqu’à  ce  que  l’un  des  termes  P' , P" , P'" 

§}'c.  devienne  1 , après  quoi  tous  les 

termes  fgivans  de  l’une  de  l’autre  férié 
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reviennent  dans  le  même  ordre.  De  forte 
qu’on  pourra  juger  fur  le  champ , par  le 
moyen  de  cette  table  , de  la  réfolubilité  de 
l’équation  w* — 

De  la  maniéré  de  trouver  toutes  les  folutions 
pojjibles  de  t Equation 

Cy"  — 2nyz-|-Bz’=i , 
lorfquon  nen  connoit  qu  une  feule, 

72.  Quoique  par  les  méthodes  que  nous 
venons  de  donner  on  puifl'e  trouver  fjc- 
celîivement  toutes  les  folutions  de  cette 
équation,  lorfqu’elle  eft  réfoluble  en  nom- 
bres entiers , cependant  on  peut  parvenir  à 
cet  objet  d’une  maniéré  encore  plus  fimple 
que  voici: 

Qu’on  nomme  ^ les  valeurs  trou- 
vées de  y & , en  forte  que  l’on  ait 

Cp"  — inpq-^Bq'z=ii  , 

& qu’on  prenne  deux  autres  nombres  en- 
tiers r dz  tels  que  pf — qrz=:\ , (ce  qui 
eft  toujours  poffible , à caufe  que  p q 
font  néceffairement  premiers  entr’eux  ) , 
qu’on  fuppofe  enfuite  * 
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y~pt-\-ru^  & 

t &c  U étant  deux  nouvelles  indéterthinées  ; 
fubftituahî  ces  expreffions  dans  l’équation 

ik  faifant  pour  abréger 

Cp-  — inpcj'-^Bq^  ^ 
q=.Cpr-^n{pf+qr)  + Bqf,  •• 
R=:Cr^  — znrf-^Bf''  y 
on  aura  cette  transformée, 
Rc^+2qtu+Ru^=zi, 

Or  on  a,  Ç^^yp.),  P=i  ; de  plus  fi  on 
nomme  p & <r  deux  valeurs  de  /-  & / qui 
' fati^falTent  à l’équation  pf — qrz=i  , on 
aura  en  général,  (art.  42), 

m étant  un  nombre  quelconque  entier  ; donc 
mettant  ces  valeurs  dans  l’exprelfion  de 
elle  deviendra 

Cpf  n ip<y~\-  q P )-\-B  q<r-\-  mP  ; 

de  forte  que  comme  P=.\  , on  pourj-a 
rendre  Q—o,  en  prenant 

m=zr — Cpp-\-n(p<r-j-^qp)  — Bq^. 
Maintenant  je  remarque  que  la  valeur 
de  Ç’ — PR  fe  réduit,  (après  Içÿ  fubfiitvk* 
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rions  & les  réduftions) , à celle-ci,  (^rf—CB) 
ipf — de  forte  que  comme  pf — qr 
=1,  on  aura  — 

donc  faifant  P=i  & Q=o,  il  viendra 
— R— A,  favoir  R= — Ai  ainfî  l’équa- 
tion transformée  ci-deffus  fe  changera  en 
celle-ci,  — Au"—i’,  or  comme  jy, 

P , çi , r &L  f font  par  l’hypothefe  des  nom- 
bres entiers , il  eft  facile  de  voir  que  t Ik  u 
feront  aufli  des  nombres  entiers  ; car , en 
tirant  leurs  valeurs  des  équations a;/ 
& on  a 

c’eft-à-dire , à caufe  de  pf—qr=zi,  tz=zfy 

Il  n’y  aura  donc  qu’à  réfoudre  en  nom- 
bres entiers  l’équation 

t' — Au'=.\^  * 

& chaque  valeur  de  / & de  « donnera  de 
nouvelles  valeurs  de  y & ;[. 

En  effet , fubftituant  dans  les  valeurs  gé- 
nérales, de  r &/la  valeur  du  nombre  m 
trouvée  ci-deffus,  on  aura 

r = P ( I — C/ ) — - /2/>  (;j<r-|_  ÿp  ) , 

/=  «r(  1 — Cpq^  -f  nq  ) > 
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ou  bien,  à caufe  de  Cp^ — inpq-\-Bq^=i  J 
r—{Bq  — np){qp—p<r)z^  — Bq-\-np, 
J={Cp—nq){p<r—qp)z=Cp  — nq, 

Donc  mettant  ces  valeurs  de  /•  &/ dans 
les  ex  prenions  ci-delTus  de  & { , on  aura 
en  général 

y=pt—(Bq—np)u  , 
l=^qt-\-{Cp—nq)u. 

73.  Tout  fe  réduit  donc  à réfoudre  l’équa- 
tion — Au'=i. 

Or,  1°.  fi  ^ eft  un  nombre  négatif,  il 
efl:  vifible  que  cette  équation  ne  fauroit 
fubfifter  en  nombres  entiers  , qu’en  faifant 
u=o  & /=! , ce  qui  donneroit  y=p  6c 
\=q.  D’pii  l’on  peut  conclure  que  dans 
le  cas  oùy^  eft  un  nombre  pofitif , l’équation 
propofée , Cy’ — my:ç-\-B:^—i  , ne  peut 
jamais  admettre  qu’une  feule  folution  en 
nombres  entiers. 

Il  en  feroit  de  même  , fi  A étoit  un  nom- 
bre pofitif  carré;  car  faifant  Az=za‘ , on 
auroit  — au)z=^i  ; donc  t-\-au=-V i , 

& / — au—+i  ; donc  zauz=iO',  donc  «=o, 
& par  conféquent  + 
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2°.  Mais  fi  eft  un  nombre  pofitif  non- 
carré  , alors  l’équation  r" — Au"=i  eft  tou- 
jours fufceptible  d’une  infinité  de  folutions 
en  nombres  entiers,  (art.  37),  qu’on  peut 
trouver  toutes  par  les  formules  données 
ci-defilis , ( art.  71 , n®.  2)5  mais  il  fufRra 
de  trouver  les  plus  petites  valeurs  de  / & r/ , 
& pour  cela  , dès  que  l’on  fera  parvenu , 
dans  la  férié  P' , P"  , P'"  &c.  à un  terme 
égal  à l’unité  , il  n’y  aura  qu’à  calculer  par 
les  formules  de  l’art.  2 5 les  termes  corref- 
pondans  des  deux  fériés  p' , p"  , p'"  &c, 
& q" , q'"  &'c.  ce  feront  les  valeurs 
cherchées  de  / & «.  D’où  l’on  voit  que 
le  même  calcul  qu’on  aura  fait  pour  la  ré-’ 
folution  de  l’équation  fer  vira 

auffi  pour  celle  de  l’équation 

Au  relie , tant  que  A ne  pafle  pas  1 00 , 
on  a les  plus  petites  valeurs  de  r & « toutes 
calculées  dans  la  table  qui  eft  à la  fin  du 
chap.  VII  du  traité  préc.  & dans  laquelle 
les  nombres  a , m , n font  les  mêmes  que 
ceux  que  nous  appelions  ici  ^ 

74,  Délîgnons  par  t' , u'  les  plus  petites 


I 


588  Additions, 
valeurs  de  / , u dans  l’équation  û — Au'z=i\ ; 
8c  de  même  que  ces  valeurs  peuvent  fervir 
à trouver  de  nouvelles  valeurs  de  y ^ 
dans  l’équation  Cy'^ — , de 
même  auffi  elles  pourront  fervir  à trouver 
de  nouvelles  valeurs  de  r & dans  l’équa- 
tion — Au"=i,  qui  n’eft  qu’un  cas.  par- 
ticulier de  celle-là.  Pour  cela  il  n’y  aura 
qu’à  fuppofer  C==i  & /z=o,  ce  qui  donne 
— B=A  , 8c  prendre  enfuite  r,  w à la  place 
de  y , { , 8c  t‘ , à la  place  de/? , q,  Fai- 
fant  donc  ces  fubftitutions  dans  les  expref- 
fions  générales  dey  8c  ;j'  de  l’art,  yi,  8c 
mettant  de  plus  T , ^ à la  place  de 
on  aura  en  général 

t—Tt'-\-AKu', 

8c  pour  la  détermination  de  Z 8c  P’'  l’équa- 
tion T'- — AV^—\ , qui  eft  femblable  à la 
propofée. 

Ainfi  on  pourra  fuppofer  T=.t\  8c 
V~uy  ce  qui  donnera 

I I * 

tz=.t'-\-Aic  ^ u=.t'  u'  -\-t'  u\ 
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Nommant  donc  , u"  les  fécondés  va- 
leurs de  r & K , on  aura 

t"  = C-^Au^,  u"  — it'  u' . 
Maintenant  il  eft  clair  qu’on  peut  prendre 
ces  nouvelles  valeurs  , u"  à la  place  des 
premières  t' , u'  ,•  ainh  l’on  aura 
t z=.Tt"-\-AVu" , 
û=Tu"-]-Vt"\ 

où  l’on  peut  fuppofer  de  nouveau  T=t' , 
Vzp.  u'  , ce  qui  donnera 

Ainfî  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  r & « , 
lefquelles  feront 

t'”  ~^Au'u''=t'  (f*  , 

u"'=t'u"-\-uU"  =zu%y^-\-  Au')  f 
ÔC  ainli  de  fuite. 

7 5 . La  méthode  précédente  ne  fait  trou- 
ver que  fucceffivement  les  valeurs  t"  , t'" 
&c.  u"  , u'"  &c.  voyons  maintenant  com- 
ment on  peut  généralifer  cette  recherche. 
On  a d’abord 

t:z=:Tt' -\-AVu' , u~Tu'  -\-Vt'  i 
d’où  je  tire  cette  combinaifon , 
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t±uy/  A=z{e  ±u'  y/ A)  (J  ±V  y/ A)  I 
donc  fuppofant  T~e  & V z=iu' , on  aurd 
t"±u"  y/ A=^{t'±u'  \/ A)\ 

Qu’on  mette  à préfent  -çes  valeurs  de  /” 
& u''  à la  place  de  celles  de  /'  & u' , l’on 
aura 

t±u\/ A=z{t' ±u'  ^ Ay  {T ±}^ ^ A)  ^ 
où  faifant  de  nouveau  T=t'  Sc  u=^u' , & 
nommant  , z^'"  les  valeurs  réfultantes  de 
r & il  viendra 

r'±u"'  y/ A^{t'±u'  y/Ay. 

On  trouvera  de  même 

t''±u"’y/  A=z(^t'±u'y/ A)\ 

& ainfi  de  fuite. 

Donc,  fi  pour  plus  de  fimplicité  on  nom- 
me maintenant  T&  Fies  premières  & plus 
petites  valeurs  de  z , zz , que  nous  avons 
nommées  ci-cfeffus  z',  , on  aura  en  gé- 

néral 

t±uy/ A=(T+Ky/ Ay , 
m étant  un  nombre  quelconque  entier  po- 
fitifi  d’où  l’on  tire  à caufe  de  l’ambiguité 
des  fignes 
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^ _ ( T+Ky/Ay  -f  ( r—  Vy/ A Y 

Z 

_ ( 7-+  r\/Ay—{  T—  V\/'Ay 

• 

Quoique  ces  expreffions  paroiffent  fous 
une  forme  irrationnelle , cependant  il  eft 
aifé  de  voir  quelles  deviendront  ration- 
nelles, en  développant  les  puifîances  de 
T±Vy/A  ; car  on  a , comme  l’on  fait , 
(J±Vy/ Ay=T”'±mT’"-^Vy/ A 

I J'n-z  TTt  ^ I (w-i)  J'«_3  prj 

Ay/A-\-,  &c. 

Donc 

I CT(m-l)(w-2)(m-3)  J'm-Ay'*  , | ^ 

a = ;t2  7’’”-*  r-f 7’'"-î  T’ 

j , CT  (w-l)  {m-^)  (m-3)  (m-4)  J-»,_ 5 ^ s 

OÙ  l’on  pourra  prendre  pour  m des  nom-  . 
bres  quelconques  entiers  pofitifs. 

II  eft  clair  qu’en  faifant  fucceflivement 
m=ï , 2 , 3 , 4 &c.  on  aura  des  valeurs 
de  r & tt,  qui  iront  en  augmentant. 

Or  je  vais  prouver  que  l’on  aura  de  cette 
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maniéré  toutes  les  valeurs  poflibles  de  / & « ^ 
pourvu  que  T"  & ^ en  foient  les  plus  pe- 
tites. Pour  cela  il  fuffit  de  prouver  qu’entre 
les  valeurs  de  / & w qui  répondent  à un 
nombre  quelconque  m , & celles  qui  ré- 
pondroient  au  nombre  fuivant  , il 

eft  impoffible  qu’il  fe  trouve  des  valeurs 
intermédiaires  qui  puiffent  fatisfaire  à l’équa- 
tion t"  — Au*=i. 

Prenons,  par  exemple,  les  valeurs  r"', 

, qui  réfultent  de  la  fuppolition  de 
& les  valeurs  r"',  u"' , qui  réfultent  de  la 
fuppofition  ffz=4,  & foient,  s’il  eft  pof- 
fible , d’autres  valeurs  intermédiaires  ® & «, 
qui fatisfaffent  aufli  à l’équation  i"—Au^=i, 

t II  III  IV  t V 

Puifque  l’on  a C — Au‘=i^  c — Au"=:t 

& ô* — on  aura  8’ — C=.A{y — u"') 

& Z* — ^''—A{iâ — d’où  l’on  voit  que 
ft  ô > û"  & < , on  aura  aufli  « > & 

<]  De  plus  on  aura  aufli  ces  autres  va- 
leurs de  Z & zz , favoir  z=ôz”^ — ^«zz”, 
iz=6zz”' — wz”',  qui  fatisferont  à la  même 
équation  € — Aur=i  j car  en  les  y fubfti- 

tuant,  1 
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tuant,  on  auroit  (û/*’' — A»u"'y  — A{vt"' 
— — (e  — Au^)  = i , 

équation  identique,  à caufe  de  8* — A w’=  1 , 

!v  tr 

8>:  — Aü"=i , (/^^.).  Or  ces  deux  der- 

nières équations  donnent  8 — uy/ A—j^~^ 

&.r—u-\/A=- 


■T»^^ — [7-7  — i donc  met- 

tant,  dans  l’expreflion  de  Uz=^^u'^  — wr”, 
à la  place  de  8,  & à la  place 

de  r,  + on  aura 


u"'  ^ 

“~fl-|-V^  ~~  ^ À* 

de  même,  fi  on  confidere  la  quantité 

1(1 

u'''  — elle  pourra  aufli,  à caufe  de  r* 

111,  * 

— Aiâ—\ , fe  mettre  fous  la  forme 
u"  u'" 

y/ A' 

Or  il  eft  facile  de  voir  que  la  quantité 
précédente  doit  être  plus  petite  que  celle- 
ci  , à caufe  de  8 > t"'  & u > ,•  donc  on 

aura  une  valeur  de  u.  qui  fera  moindre 
Tome  II,  P P 
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que  la  quantité  u"' — u'"  t"'  i mais  cette 

quantité  eft  égale  à V ; car 

...  _(.T+f^y/Ay-\-{T  -Fy/Ay 

X » 

..  ^iT-\-Vy^Ay-^{T-Fy/Ay 

> - ' ~x  » 

_ (T+Fy^Ay-jT-F^/Ay 
' , (T+Fy/Ay-(T~F^Ay  . 

~ Xi/ A 

d’où  rt"'u"'  = 

(T-ry/jy{T^f^i/Ay-{T-Vy/A)*{T^ri/JY 

x\/A 

de  plus 

iT—Fy/Ay{  T -y  F^Ay^{T—AFy 
==i  , puifqLie  T"  — AV^=zi  ^ {liypoth.)  ; 
donc  ÇT—F /Ayx(TyV\/Ay=T-\-Fy'A^ 
'&  {T-Fy/4)Kr-{-Fy/Ay=T-Fi/Ai 
de  forte  que  la  valeur  de  C"u"' — u'"  fe 
réduira  à = F. 

Il  s’enfuivroit  .donc  .de  - là  qu’on  auroit 
uqe  yajeur  de  y fC.F,  ce  qui  eft  contre 
rhypqthefe  , puifque  F eft  fujjpofé  la  plus 
petite  valeur  poffible  de  u.  Donc  il  ne 
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fauroit  y avoir  de  valeurs  de  r & inter- 
médiaires entre  celles-ci,  z'",  z"'  & zz’",  u'''. 
Et  comme  ce  raifonnement  peut  s’appliquer 
en  général  à toutes  valeurs  de  r & zz  qui, 
réfulteroient  des  formules  ci-deffus,  en  y 
faifant  ztz.  égal  à un  nombre  entier  quel- 
conque , on  en  peut  conclure  que  ces  for- 
mules renferment  effeéfivement  toutes  les 
valeurs  poffibles.  de  z & zz. 

Au  refte  il  eft  inutile  de  remarquer,  que 
les  valeurs  de  z Sc  de  zz  peuvent  être  égale- 
ment pofitives  ou  négatives;  car  cela  eft 

vifîble  par  l’équation  même  * 

* 

De  la  maniéré  de  trouver  toutes  Us  folutions 
pojjibles  ^ en  nombres  entiers^  des  Equar 
lions  indéterminées  du  fécond  degré  à deux 
. inconnues. 

76.  Les  méthpdes  que  nous  venons  d’ex- 
pofer  fuffifent  pour- lau’.éfolution  complette, 
des  équations,  de  la 

mais  il  peut  arriver  qu’on  ait  à réfoudre 
des  équations  du  fécond- degré  d’une  forme 
plus  compofée  j c’eft  pourquoi  nous  croyons 

Pp  ij 
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devoir  montrer  comment  il  faudra  s’y 
prendre. 

Soit  propofée  l’équation 

oïl  a,  c,  d,  e,  f foient  des  nombres 
entiers  donnés , & où  r & f foient  deux  in- 
connues qui  doivent  être  aufli  des  nombres 
entiers. 

J’aurai  d’abord , par  la  réfolution  ordi- 
naire , 

xar-^.bf-^d 

d’où  l’on  voit  que  la  difficulté  fe  réduit  à 
faire  en  forte  que 

foit  un  carré. 

Suppofons  pour  plus  de  fimplicité 
b^  — /!^ac  — A, 
bd — 

(£"  — /^af—k, 

& il  faudra  que  foit  un 

carré  ; fuppofons  ce  carré  =y"' , en  forte 
que  l’on  ait  l’équation 

^r+igf+k=:y\ 
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& tirant  la  valeur  de  /,  on  aura 

^/+5'=  V —Ah); 

de  forte  qu’il  ne  s’agira  plus  que  de  rerdre 
carrée  la  formule  Ay'‘-\-g^  — Ah. 

Donc  fl  on  fait  encore 
g^  — Ah=B , 

on  aura  à rendre  rationnel  le  radical 
{Ay^-\-B)  i 

c’eft  à quoi  on  parviendra  par  les  méthodes 
données. 

Soit  \f  {Ay'-\-B)—x  ^ en  forte  que 
l’équation  à réfoudre  foit. 

Ay'"-\-B=x" , 

l’on  aura  donc  Af-\-g~  + x;  d’ailleurs 
on  a déjà  ^(^r-\-bf-\‘d—+y  ; ainfi  dès 
qu’on  aura  trouvé  les  valeurs  de  & jy, 
on  aura  celles  de  r & / par  les  deux  équa- 
tions 

r ±*-g 

J — A » 

+ y^d-bf 

r=.~ 

2 tf 

. Or  comme  /■  & / doivent  être  des.nom- 
bres  entiers  y il  eft  vifible  qu’il  faudra  1 que 
X Si:  y foient  des  nombres  -entiers  aufli  ; 
z°.  que  +AT — g foit  divifible  par  A y & 

Pp  iij 
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qu’enfuite  +y^— t/ — ^/le  foit  par  la.'Ainfi, 
après,  avôir'trbuvé’tôutes’les  -vakufs.  pof- 
fibles  de  x & y eb '«ombres  entiers  , ^il  ref- 
tera  encore  à troiiVer*par!fli«e'es  ^vâteurs, 
celles  qui  pourront  l^eftdfceV<&  / des  nom- 
bres  entiers. 

Si  A eft  un  nb!ïîbfè<n^gïitif*oü  ûn-hom- 
bre  pofitif  carré  , «dus  %vorts  vu  que  le 
nombre  des  félütiô«s-^(5ffiblSs>én^nDh>brés 
-.entiers  eft  toujours  limité  j de  Toffe  qüe 
dans  ces  cas  i!  n’y  •aiiFa'qü’à'^fl^yèr  fuc- 
ceftîvement  pour  -^x  ^lés  sfefëiî^s  tFbü- 
vées , & fi  roirîr’en^YéïîctoiStre  aucune  qui 
do'éne  pour  r^-f  d5s'n0mbfbs‘brttîë#s , 'on 
■en  conclura'que  ré^iiatiSb  ^opbfée  «’ctH- 
■rnet  point  Ide  fôlfJtion-’de  cétte  éfpeee. 

La  difficulté  ne  toTmbe'Honc'qufe  fôr  le 
cas  oii  A eft  un  nombre  pofitif  non-carré, 
dans  lequel  on  a vu  qae  de '«ombre  des 
folutions  pofiibles  en- entiers  =^tit  être  in- 
>fini  P comme  l’on  aurOit  disms  eC'CaiS’on- nom- 
bre infini  de  valeurs^-effayen,  on^ticipoiir- 
roït  jamais  • bien  •jisi^’ér*de?ltt  réfbltîbftité-de 

lequation  propofée, 'à  moins  d’avoir  une 

) 
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réglé  qui  réduife  le  tâtonnement  emre  cer-' 
taines  limites  j c’eft  ee  que  rious  ^lons  re- 
chercher. 

. 77.  PuHqu*on  à'j  (art.  6 5)- 5 
&,  (drt.  , & 

:^=qt-^{€p — ti'q'^u  ^ dé' voir 

que  les  éxpreffidhs  géifefaléÿde  ^&'/feront 
de  cette  forme, 

ctt-\-^U-\-y  f ee’ 

’’ — 1 »y — y • 

«,  iS,  . /3‘»  y 5 J"  éfaiit  dies  nombres, 

entiers  connus,  t , u étant  donnés  par 
les  formules  de  l’art.  75.,'  dans  lefquelLes 
l’expofant  m peut  être  un  nombre  entier 
pofitif  quelconque  ; ainfi  la  queflion  fe  ré- 
duit à trouver  quelle  valeur  on  doit  donner 
à m , pour  que  les  valeurs  de  r 8i  f foient 
des  nombres  entiers. 

78.  Je  remarque  d’abbrd  qu’H  eft  tou- 
jours poffible  de  trouver  une'  valeur  de  u 
qui  foit  divihble  par  un  nombre  quelconque 
donné  A;  car  fuppofant  l’équation 

e — Au'—\  deviendra  f — i , la- 
quelle eft  toujours  réfoluble  en  nombres 

Pp  iv 
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entiers  ; & l’on  trouvera  les  plus  petites 
valeurs  de  r & en  faifant  le  même  cal- 
cul qu’auparavant , mais  en  prenant  Ac>r 
à ^a  place  de  A i or , comme  ces  valeurs 
/tuisfou  auffi  à l’équation  û — elles 
feront  néceflairement  renfermées  dans  les 
f'.nmiles  de  l’art,  75.  Ainli  il  y aura  né- 
celTairement  une  valeur  de  m qui  rendra 
l’expreflion  de  w divifible  par  a. 

Qu’on  dénote  cette  valeur  de  m par  a*, 
& je  dis  que  fi  dans  les  expreffions  géné- 
rales de  / & de  l’article  cité  on  fait  m 

2 A* , la  valeur  de  u fera  divifible  par  a , 
&r  celle  de  t étant  divifée  par  a donnera  i 
pour  refie. 

' Car  fi  on  défigne  par  T'  & V'  les  valeurs 
de  / & , où  & par  T"  & V"' 

celles  où  m = on  aura,  (art.  75), 
T±F^\/a  =:(T±Fy/Ay-,8i 
T"+F'-\/a  = (7’+  A ; donc 
(T±  F ^ Ay=  {T"  ±F"\/ A), 
c’efi  à-dire  en  comparant  la  partie  ration- 
nelle du  premier  membre  avec  la  ration- 
nelle du  fécond , & l’irrationnelle  avec  l’ir- 
rationnelle 
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T"  = f^-\-AV\  & r"  = 2T'F's 

donc,  puifque  F''  eft  divifible  par  a, 

le  lera  auffi,  & T"  laifTera  le  même  refte 
* * 
que  laiiTeroit  T’%-  mais  on  a 

t 

=1,  (^  hyp-)  donc  7^ — -i  doit  êtredivifîble 
par  A '&  même  par  a*  , puifque  V'""  l’eft 

I 

déjà  ; donc  7""  & par  conféquent  aufll  T" 
étant  divifé  par  a , laiffera  le  relie  i . 

Maintenant  je  dis  que  les  valeurs  de  t 
& U qui  répondent  à un  expofant  quelcon- 
que m,  étant  divifées  par  a , lailTeront  les 
mêmes  relies  que  les  valeurs  de  f & « , qui 
répondroient  à l’expofant  /n-j-zw.  Car  dé- 
fig'nant  ces  dernieres  par  9 & w ^ on  aura 
t-^u\/ A =. (JT •¥  V\/.A Y , 

& ^ A = (T±Vy  AY^^^s 

donc 

™ ^ ')(T+V'^  Ayf^  ; 

mais  nous  venons  de  trouver  ci-delTus 
T'±V-^/A  — (^T±y\/Ay>^i 
donc  on  aura 

+ (^T"+V"y/  A)  , 

d’où  l’on  tire , en  faifant  la  multiplication 
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& comparant  enfuite  les  parties  rationnelles 
enfemble  & les  irrationnelles  enfemble  , 

Or  V"  eft  clivifible  par  a , & T"  laifle 
le  refte  i j donc  ô laifiera  le  même  refte 
que  / , & le  même  refte  que  u. 

Donc  en  général  les  reftes  des  valeurs 
de  / & « répondantes  aux  expofans 

, m-\-SH‘ , &c.  feront  les  mêmes  que 
ceux  des  valeurs  qui  répondent  à l’expofant 
quelconque  m. 

De-là  on  peut  donc  conclure  que  fi  l’on 
veut  avoir  les  reftés  provenans  de  la  di- 
vifion  des  termes  r' , r" , r'"  &c.  & , u"  ^ 

u'"' &c.  qui  répondent  à m—i^  2,  3 &c. 
par  le  nombre  a , il  fuffira  de  trouver  ces 
reftes  jufqu’aux  termes  inclufive- 

ment  j car , après  ces  termes , les  mêmes 
reftes  reviendront  dans  le  même  ordre  , & ' 

ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Quant  aux  termes  , auxquels 

on  pourra  s’arrêter , ce  feront  ceux  dont 
l’un  fera  exaftement  divifible  par  a , 

& dont  l’autre  lailTera  l’unité  pour  refte  j 
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ainfi  il  ny  aura  qu’à  pouffer  les  divifions 
jufqu’à'cequVjn  parvienne  auxredes  i & o ; 
alors  on  fera  affuré  que  les  termes  fuivans 
re'donneront  'toujotirs  les  mêmes  reftes  que 
Toh  s déjà  trouvés. 

■On  ^«rîbît  'àuffi  trouver  l’expofant  2/* 
c qu’à  faire  le  calcul 
indiqué  dans'Harr.  171^  -n®.  2 , premièrement 
potHr  4c  nonîbre  Aj^  & enfuïtc  pour  le  nom- 
bre v^  ûV,  & -on  motrwiïe  ’T  le  mrméro  du 
te«rie-‘ée*la4érie 'P'\  6*c.  qui  dans 

le  :prefaîieT'OasÏ€ra  nsri , le  iruméro  du 
terme  quiifera  *dàt1s  lè  fécond  cas , on 
n’aura -qu’à  chercher  -le  îphis  petit  multiple 
de  fr  &'-de;p.,  lequel  étant  diviféipar  îr,  don- 
nera 'là  valeur  'clferchéc  de  ‘f*. 

Ainfi  'û  l’on  a , :pàr  exemple-,  A— 6 & 
A = 3 , cm  trocMera  'dans  'k  table  de  l’ar- 
ticle 4>i  -powr  4e  radical  iP°3=i  , P' 
P"i=£ri:3 'donc  y»^3=:  2 J enfuite  on 
trouvera  darjs  k même  table  pour  le  ra- 
dical ^(6*9,)^V^54,  P°=ii  jP'= — 5, 
P"— 9,  P'"z=—i,  P”'=9, 

J donc  f=6-,  or  le  plus  petit  mul- 
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îiple  de  2 & 6 eft  6 , qui  étant  divifé  par  ± 
donne  3 pour  quotient , de  forte  qu’on  aura 
iciA^=3  & zM'—6. 

Donc , pour  avoir  dans  ce  cas  tous  les 
reftes  de  la  divilion  des  termes  t",  &c, 

&:  u\  u",  u'"  &c.  par  3 , il  fuffira  de  cher- 
cher ceux  des  fix  premiers  termes  de  l’une 
& de  l’autre  férié  j car  les  termes  fuivans 
redonneront  toujours  les  mêmes  reftes  , 
c’éft-à-dire  que  les  feptiemes  termes  don- 
neront les  mêmes  reftes  que  les  premiers , 
les  huitièmes  les  mêmes  reftes  que  les  fé- 
conds, & ainfi  de  fuite  à l’infini. 

Au  refte  il  peut  arriver  quelquefois  que 
les  termes  i>*  & aient  les  mêmes  pro- 
priétés que  les  termes  c’eft-à- 

dire  que  uf'  foit  divifible  par  a , & que 
laifle  l’unité  pour  refte.  Dans  ces  cas  on 
pourra  s’arrêter  à ces  mêmes  termes  ; car 
les  reftes  des  termes  fuivans  6’c. 

&c.  feront  les  mêmes  que  ceux 
des  termes  t' ^ r”,  &c,  u\  , &c.  & ainfi 
des  autres. 

En  général  nous  défignerons  par  M la 
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plus  petite  valeur  de  l’expofant  m , qui  ren- 
dra t — I & U divifibles  par  a. 

79.  Sîippofons  maintenant  que  l’on  ait 
une  expreffion  quelconque  compofée  de  t 
& w & de  nombres  entiers  donnés , de  ma- 
niéré qu.’elle  repréfente  toujours  des  nom- 
bres entiers,  & qu’il  s’agiflê  de  trouver  les 
, valeurs  qu’il  faudroit  donner  à l’expofant  m , 
pour  que  cette  expreffion  devînt  divifible 
par  un  nombre  quelconque  donné  a , il  n’y 
aura  qu’à  faire  fucceffivement  m=i  , 2, 
3 &c.  jufqu’à  M } ^ a aucune  de  ces  fup- 
pofitions  ne  rend  l’expreffion  propofée  di- 
vifible  par  a , on  en  conclura  hardiment 
qu’elle  ne  peut  jamais  le  devenir , quelques 
valeurs  qu’on  donne  à m. 

Mais  fi  l’on  trouve  de  cette  maniéré  une 
ou  plufieurs  valeurs  de  m qui  rendent  la 
propofée  divifible  par  a , alors  nommant 
N chacune  de  ces  valeurs , toutes  les  va- 
leurs poffibles  de  m qui  pourront  faire  le 
même  effet,  feront  N , N+M, 

&c.  & en  général  a 

étant  un  nombre  entier  quelconque. 
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De  même  , fi  l’on  avoir  une  autre  ex- 
preffion  compofée  de  même  de  r , r/  & de 
nombres  entiers  donnés , laquelle  dût  être 
en  même  temps  divifible  par  un  auwe  nom- 
bre quelconque  donné  , on  chercberoit 
pareillement  les  v-aleurs-  convenables  de  Mr 
& de  , que  nops  défignejcoijs  ici  par-  M* 
& ôç  toutes  Les  valeurs  de  L’expofàntOT  . 
qui  pourront  fatisfeire  à,  la  condition  pro- 
pofée , feront  renfermées  dans  la  formule 
N'  J X'  étant  un  nombre  quelcon- 

que entier.  Ainfi  il  n’y.  aura  plus  qu’à  cher- 
cher les  valeurs  qu’on  doit  donner  aux  nom- 
bres entiers  a & , pour  que  l’oç  ait  N 

4-  A M~  N' favoir 

équation  réioluble  par  la  méthode  de  l’ar- 
ticle 4 Z. 

Il  eft  maintenant  aifé  de  faire  l’applica- 
tion de  ce  que  nous  venons  de  dire  au^cas 
de  l’art.  77 , où  les  expreffions  propofées 
font  de  la  forme 
& les  divifeurs  font  ^ & «f". 

Il  faudra  feulement  fe  fouvenir  de  prendre 
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les  nombres  t u fucceffivement  en  plus 
& en  moins , pour  avoir  tous  les  cas  pof- 
fibles. 

Remarque. 

80.  Si  l’équation  propofée  à réfoudre  en 
nombres  entiers  étoit  de  la  forme 

a Z 6 rf-\-cp  =f , 

on  y pourroit  appliquer  immédiatement  la 
méthode  de  l’art.  65  ; car  1°.  il  eft  vilible 
que  /■  & /ne  pourroient  avoir  un  commua 
divifeur , à moins  que  le  nombre  f ne  fût 
en  même  temps  divilible  par  le  carré  de 
ce  divifeur  j de  forte  qu’on  pourra  toujours 
réduire  la  queftion  au  cas  où  r & / feront 
premiers  entr’eux.  2°.  On  voit  auffi  que 
/ & / ne  pourroient  avoir  un  commun  di- 
vifeur, à moins  que  ce  divifeur  n’en  fût  un 
auffi  du  nombre  a , en  fuppofant  r premier 
à f ; ainfi  on  pourra  réduire  encore  la  quef- 
tion  au  cas  où  / & / feront  premiers  en- 
tr’eux. (Voyez  l’art.  64). 

Or  / étant  fuppofé  premier  à /&  à r, 
on  pourra  faire  r=nf — /{,  & il  faudra , 
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pour  que  l’équation  foit  réfoluble  en  nom- 
bres entiers , qu’il  y ait  une  valeur  de  n 
pofitive  ou  négative  pas  plus  grande  que 
laquelle  rende  la  quantité  arC-\^xbn-\-Ç 
divifible  par  f.  Cette  valeur  étant  mife  à 
la  place  de  n , toute  l’équation  deviendra 
divifible  par/,  & fe  trouvera  réduite  au 
cas  de  celle  de  l’art.  66  & fuiv. 

Il  efi;  facile  de  voir  que  la  même  mé- 
thode peut  fervir  à réduire  toute  équation 
de  la  forme 

û /•”-]- /■’""*/* -j-  &c.  -j-ür/”*— 
a y b y c &c.  étant  des  nombres  entiers  don- 
nés y 3c  r 8c  f deux  indéterminées  qui  doi- 
vent être  auffi  des  nombres  entiers,  en  une 
autre  équation  femblable,  mais  dans  la- 
quelle le  terme  tout  connu  foit  l’unité , & 
alors  on  y pourra  appliquer  la  méthode  gé- 
nérale du  §.  II.  Voy.  la  remarque  de  l’art.  30. 

Exemple!., 

81.  Soit  propofé  de  rendre  rationnelle 
cette  quantité , 

V^(30-f  62/— 7/‘), 

en 
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en  ne  prenant  pour  / que  des  nombres  en- 
tiers } on  aura  donc  à réfoudre  cettç  jéqua- 
tion 

30+62/— 7/^ 

laquelle  étant  multipliée  par  7 , peut  fe 
mettre  fous  cette  forme , 

7-30+(3i/— (7/— 
ou  bien  en  faifant  jf — & tranf- 
pofant 

jc^=ii7i — 7j)^%  ou  :t'-+7+=i  171. 

. Cette  équation  ell  donc  maintenant  dans 
le  cas  de  l’article  64  ; de  forte  qu’on  aura 
— 7 & ^=1171;  d’où  l’on  voit 
d’abord  que  y B doivent  être  premiers 
entr’eux , puifque  ce  dernier  nombre  ne 
renferme  aucun  fafteur  carré. 

• On  fera,  fuivant  la  méthode  de  l’art.  65, 
x~ny — ii7i:j^,  & il  faudra,  pour  que 
l’équation  foit  réfoluble  , que  l’on  puiffe 
trouver  pour  n un  nombre  entier  pohtif  ou 
négatif  non  > c’eft-à-dire  non  >580, 
tel  que  tC — A ou  «"“+7  foit  divÙible  par 
B ou  par  1171. 

Je  trouve  «=+3  2 1 ^ ce  qui  donne  «’+j 

Tome  IL  Q q 
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=1171X88  i ainfi  je  fubftitue  dans  l’équa- 
tion.précédente  + 32. — 1171:^3  la  place 
de  X , moyennant  quoi  elle  fe  trouve  toute 
divifible  par  1 1 7 1 , & la  divifion  faire , elle 
devient 

Pour  réfoudre  cette  équation  je  vais  faire 
ufage  de  la  fécondé  méthode  expofée  dans 
Part.  70,  parce  qu’elle  eft  en  effet  plus  fîm- 
ple  & plus  commode  que  la  première.  Or 
comme  le  coefficient  dey-  eft  plus  petit  que 
celui  de  j’aurai  ici  D—i  171 , Z?'=88 
& « = + 321  J donc  retenant  pour  plus  de 
ftmplicité  la  lettre  y à la  place  de  6 , & met- 
tant y'  à la  place  de  , je  ferai  le  calcul 
fuivant , où  je  fuppoferai  d’abord  « = 321: 

m =^^  = 4,  =321-4.88=— 31 , 

m'  =^  = — 3,«”  =-31+3.11=2, 


ï i*+7 

zj"  = i-^=ii,^=4y+y', 

00 

Z3'"=  l^=i,y=-3y+y, 
Z?-=  1 =7,y=ay'+y^ 


' c 
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Puifque  /î"'=o  & par  conféquent  < — 

2» 

D"' 

& < , on  s’arrêtera  ici  & on  fera 

D"'=M=ï,  D"=zL=j,  n'"=zo=N‘, 

à cauf^  que  /?"'  eft 

< D'\ 

Maintenant  je  remarque  que  A étant 
= — 7,  & par  conféquent  négatif,  il  faut, 
pour  la  réfolubilité  de  l’équation , que  l’on 
ait  M=.\'y  c’eft  ce  que  l'on  vient  de  trou- 
ver ; de  forte  qu’on  en  peut  conclure 
d’abord  que  la  réfolution  efl  poffible.  On 
fuppofera  donc  |=y"=:o,  j 

& l’on  aura,  par  les  formules  ci-defTus, 
y=±«»  y=+3=f  » i±i=+i  I, 
les  lignes  ambigus  étant  à volonté.  Donc 
x=yiiy — & conféquem- 

n,ent/='-f-'  = 5Iii'  = ü,  ou  =f  =7- 

Or  comme  on  exige  que  la  valeur  de  / foit 
égale  à un  nombre  entier , on  ne  pourra 
prendre  que  /=7. 

Il  eft  remarquable  que  l’autre  valeur  de 
/,  favoir  y , quoique  fraéfionnaire , donne 

Qq  ij* 
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néanmoins  un  nombre  entier  pour  la  valeur 
du  radical  y/ (30-I-62/— 7/^) , & le  mêine 
nombre  1 1 que  donne  la  valeur  /=7  j de 
forte  que  ces  deux  valeurs  de  f feront  les 
racines  de  l’équation  30+61/— 7/^=1 21, 

Nous  avons  fuppofé  ci-deffus  /z  = 3ii  j 
or  on  peut  faire  également  n=. — 321  j 
mais  il  efl  facile  de  voir  d’avance  que  tout 
le  changement  qui  en  réfultera  dans  les  for- 
mules précédentes , c’eft  que  les  valeurs  de 
m\  m”,  & de  n\  n"  3 changeront  de 
figneÿ  moyennant  quoi  les  valeurs  dey  3c 
àey  deviendront  aufli  de  différens  lignes, 
ce  qui  ne  donnera  aucun  nouveau  réfultat , 
puifque  ces  valeurs  ont  déjà  d’elleS- mêmes 
le  ligne  ambigu  +. 

11  en  fera  de  même  dans  tous  les  autres 
cas  j de  forte  qu’on  pourra  toujours  fe  dif- 
penfer  de  prendre  fuccelîîvement  la  valeur 
de  n en  plus  & en  moins. 

La  valeur  /=7  que  nous  venons  de 
trouver , réfulte  de  la  valeur  de  /z=+3  21; 
on  pourroit  trouver  d’autres  valeurs  de  fy 
Il  on  trouvoit  d’autres  valeurs  de  n qui 
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cuflent  la  condition  requife  ; mais  comme 
le  divifeur  ^=1171  eft  un  nombre  pre- 
mier , il  ne  fauroit  y avoir  d’autres  valeurs 
de  n de  la  même  qualité  , comme  nous 

l’avons  démontré  ailleurs , ( Mémoires  de 

! 

Berlin  pour  Vannée  iy6y , pag.  iQ4)j  d’où 
il  faut  conclure  que  le  nombre  7 eft  le  feul 
qui  puifle  fatisfaire  à la  queftion. 

J’avoue  au  refte  qu’on  peut  réfoudre  le 
problème  .précédent  avec  plus  de  facilité 
par  le  fimple  tâtonnement;  car  dès  qu’on 
eft  parvenu  à l’équation  .v’=ii7i — 7^*, 
il  n’y  aura  qu’à  eflayer  pourj;^  tous  les  nom- 
bres entiers  dont  les  carrés  multipliés  par  7 
ne  furpafleront  pasj  17 1 , c’eft-à-dire  tous 
les  nombres  < \/^  < 1 3 , 

Il  en  eft  de  même  de  toutes  les  équations 
où  A eft  un  nombre  négatif  ; car  dès  qu’on 
eft  arrivé  à l’équation  ,011, 

( en  faifant  A— — a) , x^=B — ay' , il  eft 
clair  que  les  valeurs  fatisfaifantes  dey,  s’il 
y en  a , ne  pourront  Ce  trouver  que  parmi 
les  nombres  < \/^.  Aufli  n’ai-je  donné 
des  méthodes  particulières  pour  le  cas  de  A 

Qq  iij 
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négatif,  que  parce  que  ces  méthodes  ont 
une  liaifon  intime  avec  celles  qui  concer- 
nent le  cas  de  A pofitif , & que  toutes  ces 
méthodes  étant  ainfi  rapprochées  les  unes 
des  autres , peuvent  fe  prêter  un  jour  mutuel 
& acquérir  un  plus  grand  degré  d’évidence. 

Exemple  II. 

8 2.  Donnons  maintenant  quelques  exem- 
ples pour  le  cas  de  A pofitif,  & foit  pro- 
pofé  de  trouver  tous  les  nombres  entiers 
qu’on  pourra  prendre  pour^ , en  forte  que 
la  quantité  radicale, 

^(i3y-fioi), 
devienne  rationnelle. 

. On  aura  ici,  (art.  64),  ^=13 , i?=i 01, 
& l’équation  à réfoudre  en  entiers  fera 

x'—i^y'=ioiy 

dans  laquelle,  à caufe  que  loi  n’eftdivi- 
fible  par  aucun  carré , y fera  néceffairement 
premier  à loi. 

On  fera  donc,  (art.  65),  x-=.ny — 

& il  faudra  que  rt  — 13  foit  divifible  par 
101 , en  prenant  n < ^ < 5 
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Je  trouve  /z=3  5 , c^e  qui  donne  /z*=i  225 
& /Z* — 1 3 = 121 2 = loi  X I 2 ; ainfi  on 
pourra  prendre  /z=+ 3 5 , & lubdituant, 
au  lieu  de  jc  , +3  — i o i { , on  aura  une 
équation  toute  divifible  par  101  , qui,  la 
divifion  faite , fera 

i2y+70_y{-}-ioi^*=i. 

Employons  encore , pour  réfoudre  cette 
équation , la  méthode  de  l’art.  70  ; faifons 
D'—iz,  D==.io\,  n=+3  5 , mais  au  lieu 
de  la  lettre  0 nous  conferyerons  la  lettre^', 
& nous  changerons  feulement  { en^' , com- 
me dans  l’exemple  précédent. 

Soit,  1°.  /z=3  5,  on  fera  le  calcul  fuivant: 

D"  = '-^=-i,y='iy'+y‘> 
m'  = — 1 = 1,  n"=-i  + i = o,  D'>'= — ^-^=i’i,y=y"+y'* 

Comme  n"=o  & conféquemment  <— 

D'" 

& < , on  s’arrêtera  ici  & l’on  aüra 

la  transformée 

D'"f  --  in'  'f  = I , 

ou  bien 

Qq  iv 
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laquelle  étant  réduite  à cette  forme 

lu 

y— i3y=— I, 

fera  fufceptible  de  la  méthode  de  l’art.  71, 
n®.  2;  & comme  >^  = 13  eft  <100,  on 
pourra  faire  ufage  de  la  table  de  l’art.  41. 

Ainfi  il  n’y  aura  qu’à  voir  fi  dans  la  férié 
fupérieure  des  nombres  qui  répondent  à 
V 1 3 • il  fe  trouve  le  nombre  i dans  une 
place  paire  j car  il  faut , pour  que  l’équa- 
tion précédente  foit  réfoluble , que  dans  la 
férié  P',  P"  &c.  il  fe  trouve  un  terme 
= — ij  mais  on  a P°=.\^  — P'=4,  P"^ 
= 3 &c.  donc  &c.  or  dans  la  férié  i,  4, 
3 , 3,4,  I &c.  on  trouve  juftement  i à 
la  fixieme  place,  en  forte  que  P''= — i* 
donc  on  aura  une  folution  de  l’équation  pro- 
pofée,  en  prenant  & y"=q'' ^ les 

îîombres  p\  q''  étant  calculés  d’après  les 
• formules  de  l’art.  25 , en  donnant  k /*,  ju.’, 
&c.  les  valeurs  3 , i,  i,  i,  i,  6 &c.  qui 
forment  la  férié  inférieure  des  nombres  ré- 
pondans  à y/i  3 dans  la  même  table. . 
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On  aura  donc 


/>”=! 

0 

II 

0 

P' 

î'=> 

P'—P'+P°=4 

y=i 

r'=^"+p'  =7 

î''-î"+7'=» 

f—f+9"=3 

• 

Jl 

■Çfx 

y 

Il 

> 

Donc  y "=i  8 & 

y ' = 5 J donc  y = 

+y"=23, 8c  y: 

= 3/+r’  = 74. 

Nous  avons  fuppofé  ci-deffus 
mais  on  peut  au(R  prendre  n— — 35. 

Soit  donc,  2°.  n=. — 35 , on  fera  ' 

m=^=-3,  «'=-35+3.12=1,  /?"  = ^=-i,y=-3y+y“ 

m'=— ^=-1,  «"=1-1=0,  23"'= — \^=i-^^y>=-yX+Ÿ» 

ainfi  on  aura  les  mêmes  valeurs  de  Z?",  Z)‘" 

& n"  qu’auparavant , de  forte  que  latranf- 
formée  en^”  & y"  fera  aufli  la  même. 

On  aura  donc  aufli  y"=i8  & y"~^  ; 
doncy:=— y+y"=i3  , 3y  ' 

' , .+/'  = — 34- 

Nous  avons  donc  trouvé  deux  valeurs 
de  y avec  les  valeurs  correfpondantes  de 
y'  ou  l i & ces  valeurs  réfultent  de  la  fup- 
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pofition  de  j or  comme  on  ne 

peut  trouver  aucune  autre  valeur  de  n qui 
ait  les  conditions  requifes , il  s’enfuit  que  les 
valeurs  précédentes  feront  les  feules  valeurs 
primitives  que  l’on  puiffe  avoir  j mais  ôn 
pourra  enfuite  en  trouver  une  infinité  de 
dérivées  par  la  méthode  de  l’art.  71, 

Prenant  donc  ces  valeurs  de  y & { pour 
q,  on  aura  en  général,  (art.  cité)  , 
(‘01-^3— 35-74)“=74^+i<^7“ 
î=^3^+(  ii-74— 35-^3)“=^3^+  83a 
ou 

j=-34t-(ioi.i3-35.34)a=-34r-i23« 
i3/+(— 12.34+3  5.1 3)i^=i3f+  47« 
& i^h  y aura  plus  qu’à  tirer  les  valeurs  de  t 
& U de  l’équation  r’ — 1 3^*=!  ; or  ces  va- 
leurs fe  trouvent  déjà  toutes  calculées  dans 
la  table  qui  eft  à la  fin  du  chap.  VII  du 
traité  précédent  j on  aura  donc  fur  le  champ 
Z =649  & ïz=:i8o;  de  forte  que  prenant 
ces  valeurs  pour  T dans  les  formules 
de  l’art.  75 , on  aura  en  général 
^ (649  + 180^/1 3 )”+(649 — 180V/13)* 
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2|/I3 

où  l’on  pourra  donner  à m telle  valeur  qu’on 
voudra , pourvu  qu’on  ne  prenne  (^ue  des 
nombres  entiers  pofitifs. 

Or  comme  les  valeurs  de  r & « peuvent 
être  prifes  tant  en  plus  qu’en  moins , les 
valeurs  de  y qui  péuvent  fatisfaire  à la 
queftion , feront  toutes  renfermées  dans  ces 
deux  formules , 

j=±74r±i67a, 

= + 34r+  123K, 

les  lignes  ambigus  étant  à volonté. 

Si  on  fait/w=o,  on  aura  t=i  & u=.o\ 
donc  y=+74,  ou  =+34  ; & cette  der- 
nière valeur  fera  la-plus  petite  qui  puifle 
réfoudre  le  problème. 

Nous  avons  déjà  réfolu  ce  même  pro- 
• bleme  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
Vannée  iy68 , pag.  Z4J  ; mais  comme  nous  , 
y avons  fait  ufage  d’une  méthode  un  peu 
différente  de  la  précédente , & qui  revient 
au  même  pour  le  fond  que  la  première  mé- 
thode de  l’art.  66  ci-deffus,  nous  avons  cru 
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devoir  le  redonner  ici , pour  que  la  coffl- 
paraifon  des  réfultats  qui  font  les  mêmes 
par  l’une  & l’autre  méthode , puiffe  leur 
fervir  de  confirmation , s’il  en  eft  befoin. 

Exemple  HL 

83.  Soit  propofé  encore  de  trouver  des 
nombres  entiers  qui*,  étant  pris  pour  y , 
rendent  rationnelle  la  quantité 

x/(79J>''  + lOl). 

On  aura  donc  à réfoudre  en  entiers 
l’équation 

79y  = ïoi , 

dans  laquelle  J' fera  premier  à 1 01 , puifque 
ce  nombre  ne  renferme  aucun  faéfeur  carré. 

Qu’on  fuppofe  donc  x—ny — 101:5',  & 
il  faudra  que  — 79  foit  divifible  par  101, 
en  prenant  /z  <’-^‘  < 5 1 ; on  trouve  /z=3  3 , 
ce  qui  donne  rC — 13=1010=101X10; 
ainfi  on  pourra  prendre  « = + 33,  & ces 
valeurs  feront  les  feules  qui  aient  la  con- 
dition requife. 

Subftituant  donc  +3  -^y — i o i { à la  place 


^ ; ' -ûd  hy  f'-MiiçlL 
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de  X , & divifant  toute  l’équation  par  loi, 
on  aura  cette  transformée 

I qy’ + + 1 0 1 =i . 

On  feradonc Z)'=io,  Z?=ioi, /2”+33»  . 

& prenant  d’abord  n en  plus , on  opérera 
comme  dans  l’exemple  précédent  j on  aura 
ainfî 

'”  = ^ = 3.  «'=33-3-10=3.  -0"  = ?^=-7,  y-3/+^. 

D'  D" 

Or  comme  ;z'=3  eft  déjà  < — & < — , 

2 2 

« 

il  ne  fera  pas  nécelTaire  d’aller  plus  loinj 
ainlî  on  aura  la  transformée 

I tf 

laquelle  étant  multipliée  par  — 7,  pourra 
fe  mettre  fous  cette  forme , 

iiy'+^y'J— 79y^=-^7- 

Puifque  donc  7 eft  < v^79 , fi  cette  équa- 
tion eft  réfoluble^  il  faudra  que  le  nom- 
bre 7 fe  trouve  parmi  les  termes  de  la  férié 
fupérieure  des  nombres  qui  répondent  à' 
|/79  dans  la  table  de  l’art.  41 & même 
que  ce  nombre  7 y occupé^ine  place  paire , 
puifqu’il  a le  figne  — . Mais  la  férié  dont 
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il  s’agit  ne  renferme  que  les  nombres  i , 
15,  X,  qui  reviennent  toujours  ; donc  on 
doit  conclure  fur  le  champ  que  la  derniere 
équation  n’eft  pas  réfoluble , & qu’ainfi  la 
propofée  ne  l’eft  pas , au  moins  d’après  la 
valeur  de  « = 53, 

Il  ne  refte  donc  qu’à  effayer  l’autre  valeur 
n== — 33  , laquelle  donnera 

m = ^=-3,  »/=-33+3.io=-3,  Z?"  = =-7, y=-3/+/' 

de  forte  qu’on  aura  cette  autre  transformée , 

fl 

^7y+6y/'+ioy=i , 

laquelle  fe  réduit  à la  forme 

11 

( TT'  — 3JK")’ — 79^' = — 7 » 
qui  eft  femblable  à la  précédente.  D’où  Je 

conclus  que  l’équation  propofée  n’admet 
abfolument-  aucune  folution  en  nombres 
entiers. 

Remarque. 

' S4.  M.  Euler  y dans  un  excellent  Mé- 
moire imprimé  dans  le  tome  IX  desndv- 
veaux  Commentaires  de  Péiersbourgy  trouve, 
par  induélion  cftte  réglé , pour  juger  de 
la  réfolubilité  de  toute  équation  de  la  forme  ; 

f 
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3^ — Ay'~B ^ lorfque  B eft  un  nombre 
premier  ; c’eft  que  l’équation  doit  être  pof- 
fible  toutes  les  fois  que  B fera  de  la  forme 
4-^n-j-r*,  ou  i^An-\-r' — A;  mais  l’exem- 
ple précédent  met  cette  réglé  en  défaut  j 
car  loi  eft  un  nombre  premier  de  la  forme 
j^An-\-f^ — A,  en  faifant -^=79 , n=— 4 
& r=38  ; cependant  l’équation  jc* — 79^ 
=101  n’admet  aucune  folution  en  nombres 
entiers.  * 

Si  la  réglé  précédente  étoit  vraie , il  s’en- 
fuivroit  que  if  l’équation  x" — Ay^=B  eft 
poflible  lorfque  B a une  valeur  quelconque 
b , elle  le  feroit  auffi  en  prenant  Bx=.^An 
, pourvu  que  B fut  un  nombre  premier. 
On  pourroit  limiter  cette  derniere  réglé  , 
di  exigeant  que  b fût  auffi  un  nombfe  pre- 
mier ; mais  avec  cette  limitation  même  elle 
fe  trouveroit  démentie  par  l’exemple  pré- 
cédent; car  on  a ioi=4^n-j-^,  en  pre- 
nant A=.’j()  , nz= — 2 8c-b=j‘^'^  ; or  733 
eft  un  nombre  premier  de  la  forme  x* 
— en  faifant  x=^2  & ^=3  ; ce- 
pendant loi  n’eft  pas  de  la  même  forme 

— 79/- 


PARAGRAPHE  VIII. 


Remarques  fur  les  Equations  de  la  forme 
P'  = Aq*+i, 

& fur  la  maniéré  ordinaire  de  les  réfoudre 
•en  nombres  entiers, 

85.  La  méthode  du  chap.  VII  du  traité 
précédent , pour  réfoudre*les  équations  de 
cette  efpece , eft  la  même  que  celle  que 
M.  Wallis  donne  dans  fon  Algèbre , ( chap. 
XCVIII) , & qu’il  attribue  à Milord  Broun- 
kerÿ  on  la  trouve  aufli  dans  l’Algebre  de  M. 
Oianam , qui  en  fait  honneur  à M.  de  Fer- 
mât. Quoi  qu’il  en  foit  de  l’Inventeur  de 
cette  nîéthode , il  eft  au  moins  certain  qué 
M.  de  Fermât  eft  l’Auteur  du  problème  qui 
en  fait  l’objet  ; il  l’a  voit  propofé  comme  un 
défi  à tous  les  Géomètres  Anglois,  ainfi 
qu’on  le  voit  par  le  commercium  epifiolicum 
de  M.  W dits  i c’eft  ce  qui  donna  occafîon 
à Milord  Brounker  d’inventer  la  méthode 
dont  nous  parlons  j mais  il  ne  paroît  pas  que 

cet 
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cet  Auteur  ait  connu  toute  l’importance  du 
problème  qu’il  avoit'réfolu  j on  ne  trouve 
même  rien  fur  ce  fujet  dans  les  écrits  qui 
nous  font  reftés  de  M.  Fermât , ni  dans  aucun 
des  Ouvrages  du  liecle  palTé , où  l’on  traite 
de  l’Analyfe  indéterminée.  Il  e/l  bien  na- 
turel de  croire  que  M.  Fermât  ^ qui  s’éroit 
principalement  occupé  de  la  théoiie  des 
nombres  entiers , lUr  lefquels  il  nous  a d’ail- 
leurs lai/Té  de  très  beaux  théorèmes,  avoit 
été  conduit  au  problème  dont  il  s’agit  par 
les  recherches  qu’il  avoit  faites  fur  la  ré- 
folution  générale  des  équations  de  la  forme 
x" =Ay^-\-B\  auxquelles  fe  réduifent  tou- 
tes les  équations  du  fécond  degré  à deux 
inconnues  ; cependant  ce  n’ell  qu’à  M''. 
Euler  que  nous  devons  la  remarque  que  ce 
problème  ell  néce/Taire  pour  trouver  toutes 
les  folutions  po/Tibles  de  ces  fortes  d’équa- 
tions.' (Voyez  le  chap.  VI  ci-defîus,  le 
tome  VI  àts-  anciens  Commentaires  de  Pé- 
tersbourg^  & le  tome  IX  des  nouveaux'). 

La  méthode  que  nous  avons  fuivie  pour 
- démontrer  cette  propohiion  ell  un  peu  dif- 
Tome  11,  R r 
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férente  de  celle  de  M.  Euler  ^ mais  aufS, 
eft-elle , fi  je  ne  me  trompe , plus  direfte 
& plus  générale.  Car  d’un  côté  la  méthode 
de  M.  Euler  conduit  naturellement  à des 
expreffions  fraftionnaires  lorfqu’il  s’agit  de 
les  éviter,  & de  l’autre  on  ne  voit  pas 
clairement  que  les  fuppofitions  qu’on  y fait 
pour  faire  difparoître  les  fraéHons,  foient 
les  feules  qui  puiffent  avoir  lieu.  En  effet 
nous  avons  fait  voir  ailleurs  qu’il  ne  fufEt 
pas  toujours  de  trouver  une  feule  folution 
de  l’équation  x^—Ay^-^B , pour  pouvoir 
en  déduire  toutes  les  autres , à l’aide  de  , 
l’équation  p^z=.Af-\-\.-,  & qu’il  peut  y 
avoir  fouvent,  au  moins  lorfque  B n’efl;  pas 
un  nombre  premier , des  valeurs  de  a:  & y 
qui  ne  fauroient  être  renfermées  dans  les 
expreffions  générales  de  M.  Euler,  {y oy. 
l’art.  4 5 de  mon  Mémoire  fur  les  problèmes 
indéterminés , dans  les  Mémoires  de  Berlin, 
année  Ï767). 

Quant  à la  méthode  de  réfoudre  les 
équations  de  la  forme  p'"z=.Aq''-\-\  , il  nous 
femble  que  celle  du  chap.  VII,  quelque  . 
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ingénieufe  qu’elle  foit , eft  encore  affez  im- 
parfaite. Car , I elle  ne  fait  pas  voir  que 
toute  équation  de  ce  genre  eft  toujours  ré- 
foluble  en  nombres  entiers , lorfque  a eft 
un  nombre  politif  non*  carré.  Il  n’eft  pas 

démontré  qu’elle  doive  faire  parvenir  tou- 
jours à la  réfolution  cherchée.  M.  alLis 

a , à la  vérité , prétendu  prouver  la  pre- 
mière de  ces  deux  propofitions  } mais  fa 
démonftration  n’eft,  fi  j’ofe  le  dire,  qu’une 
fimple  pétition  de  principe.  ( Voy.  le  chap, 
XCIX  de  fon  Algèbre  ).  Je  crois  donc  être 
le  premier  qui  en  ait  donné  une  tout-à  fait 
rigoureufe  j elle  fe  trouve  dans  les  Mélan- 
ges de  Turin  , tome  IV  ; mais  elle  eft  très- 
longue  & très-indireéle  j celle  de  l’art.  37 
ci-defllis  , eft  tirée  des  vrais  principes  de  la 
chofe , & ne  laifle , ce  me  femble  , rien  à 
défirer.  Cette  méthode  nous  met  aufii  en 
état  d’apprécier  celle  du  chap.  VII , & de 
reconnoître  les  inconvéniens  où  l’on  pour- 
roit  tomber,  fi  on  la  fuivoit  fans  aucune 
précaution  j c’eft  ce  que  nous  allons  dif- 
cuter. 

Rr  ij 
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86.  De  ce  que  nous  avons  démontré  dans 
le  §.  II , il  s’enfuit  que  les  valeurs  de ^ 
qui  fatisfont  à l’équation  — Afz=i\  , ne 
peuvent  être  que  les  termes  de  quelqu’une 
des  fraéHons  principales  déduites  de  la  frac- 
tion continue  qui  exprimeroit  la  valeur  de 
A i de  forte  que  fuppofant  cette  fraéHon 
continue  repréfentée  ainfi, 


/^H — T , * , 

/«■  H — r,i  * 

on  aura  néceffairement 


^ = + - . I 
î /a'  + 


I 

■ , 

fj  étant  un  terme  quelconque  de  la  férié 
infinie  > y-''  &c.  dont  le  qua'ntieme  p ne 
peut  fe  détèrminer  qu’à  pojieriori. 

Il  faut  remarquer  que  dans  cette  fraélion 
continue  les  nombres h-'  ■>  h-"  &c.  doivent 
être  tous  pofitifs , quoique  nous  ayons  vu 
dans  l’art.  3 qu’on  peut  en  général,  dans 
les  fraéHons  continues , rendre  les  déno- 
minateurs pofitifs  ou  négatifs , faivant  que 
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l’on- prend  les  valeurs  approchées  plus  pe- 
tites ou  plus  grandes  que  les  véritables  ; mais 
la  méthode  du  problème  I , (art.  23  & fulv.) 
exige  abfolument  que  les  valeurs  appro- 
chées H-'  ■>  Oc.  foient  toutes  prii'és  en 
défaut.  , ^ 

87.  Maintenant , puifque  la  fraftion  ~ 
eft  égale  à une  fraéHon  continue  dont  les 
termes  font  y-,  h-' ^ Oc.  f/,  il  eft  clair, 
par  l’art.  4 , que  m fera  le  quotient  de  p 
divifé  par  q , que  [x  fera  celui  de  q divifé 
par  le  refte  , fx"  celui  de  ce  refte  divifé  par 
le  fécond  refte , &:  ainft  de  fuite  ; de  forte 
que  nommant  /*,/,«  Oc.  les  reftes  dor.t  il 
s’agit , on  aura , par  la  nature  de  la  divifion , 
p=ifxq-\.r,  q=[j-'r+f,  Oc. 

OÙ  le  dernier  refte  fera  néceftairement  =0 , 
& l’avant-dernier  , à caufe  que  p cz  q 
font  des  nombres  premiers  entr’eux.  Ainft 
At  fera  la  valeur  entière  approchée  de^,  /x' 
celle  de^,  /x”  celle  de  ^ Oc.  ces  valeurs 
étant  toutes  prifes  moindres  que  les  véri- 
tables, à l’exception  de  la  derniere  qui 

fera  exaélement  égale  à la  fraftion  corref- 

Rr  iij 
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pondante,  à caufe  que  le  relie  fuivant  eft 
fiippofé  nul.  ^ 

Or  comme  les  nombres  /*"  &c.  fj  9 

font  les  mêmes  pour  la  fraftion  continue 
qui  exprime  la  valeur  de  ^ & pour  celle 
qui  exprime  la  valeur  de  \/ A ^ on  peut 
prendre,  jufqu’au  terme /Jf  j=\/ A^  c’eft- 
à-dirè  p* — Af=o.  Ainlî  on  cherchera 
d’abord  la  valeur  approchée  en  défaut  de 
^ , c’eft-à-dire  de  \/ A , & ce  fera  la  valeur 
de  /*  ,•  enfuite  on  fubftituera  dans  p' — A g’ 
=0,  à la  place  de  p fa  valeur  ce 

qui  donnera  (/x"* — A)q'-\-it^qr-\-r^z=Of 
& on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  ap- 
prochée en  défaut  de  ^ , c’ell-à-dire  de  la 
racine  pofitive  de  l’équation 

& l’on  aura  la  valeur  de 

On  continuera  à fubftituer  dans  la  tranf- 
formée  (yn* — y^)^-|-2yu^r-|-/-*=o,  à la 
place  de  ^ , yw'  r-\-f;  on  aura  une  équation 
dont  la  racine  fera  j ; on  prendra  la  valeur 
approchée  en  défaut  de  cette  racine  , & l’on 
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aura  la  valeur  de  fx".  On  fubftituera / 
à la  place  de  r,  &c. 

Suppofons  maintenant  que  /foit,  par  ex. 
le  dernier  refte  qui  doit  être  nul,  / fera 
l’avant-dernier  qui  doit  être  =i  ; donc 
la  transformée  en  / & r de  la  formule  p* 

/ — Af  eft  Pf'  -t-  Q/ i+Rt^ , il  faudra  qu’en 
y faifant  t=o  & /=i  elle  devienne  =1, 
pour  que  l’équation  propofée  — Aq^—\  * 

ait  lieu;  donc  P devra  être  =1.  Ainfi  il 
n’y  aura  qu’à  continuer  les  opérations  & 
les  transformations  ci-delTus,  jufqu’à  ce  que 
l’on'  parvienne  à une  transformée  où  le 
, coefficient  du  premier  terme  foit  égal  à 
Funité  ; alors  on  fera  dans  cette  formule 
la  première  des  deux  indéterminées  , com- 
me r,  égale  à i , & la  fécondé,  comme /, 
égale  à zéro  ; & en  remontant  on  aura  les 
valeurs  convenables  de  p & q. 

On  pourroit  auffi  opérer  fur  l’équation 
même  p' — Aq'  = i , en  ayant  feulement 
foin  de  faire  abftraêlion  du  terme  tout  connu 
I , & par  conféquent  auffi  des  autres  termes 
tout  connus  qui  peuvent  réfulter  de  celui-ci,' 

Rr  iv 
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dans  la  détermination  des  valeurs  appro- 
'chées  H-->  H-'i  &c.  de  J J d^nsce 

cas  'on  effayera  à chaque  nouvelle  tranf- 
formation , fi  l’équation  transformée  peut 
fubfifter  en  y faifant  Tune  des  deux  indéter- 
minées = i & l’autre  =o;  quand  on  fera 
parvenu  à une  pareille  transformée , l’opé- 
ration fera  achevée , & il  n’y  aura  plus  qu’à 
revenir  fur  fes  pas  pour  avoir  les  valeurs 
cherchées  de  />  & de  q. 

Nous  voilà  donc  conduits  à la  méthode 
du  chapitre  VIL  A examiner  cette  mé- 
thode en  elle -même  & indépendamment 
des  principes  d’où  nous  venons  de  la  dé- 
duire , il  doit  paroitre  affez  indifférent  de 
prendre  les  valeurs  approchées  de  ai  , 

&c.  plus  petites  ou  plus  grandes  que  les  vé- 
ritables, d’autant  que,  de  quelque  maniéré 
qu’on  prenne  ces  valeurs,  celles  de  /•,/*, 
t &c.  doivent  aller  également  en  diminuant 
• jufqu’à  zéro,  (art.  6). 

Aufli  M.  TVallis  remarque- 1- il  expref- 
fément  qu’on  peut  employer  à volonté  les  li- 
mites en  plus  ou  en  moins  pour  les  nombres 
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}*,  p.',  fj."  &c.  & il  propofe  même  ce  moyen 
comme  propre  à abréger  rouvem  le  calcul  j 
c’eft  auffi  ce  que  M.  Euler  fait  oblerver 
dans  l’art.  102  & fuiv.  du  chap.  cité  ; ce- 
pendant je  vais  faire  voir  par  un  exemple, 
qu’en  s’y  prenant  de  cette  maniéré  on  peut 
rifquer  de  ne  jamais  parvenir  à la  folution 
de  l’équation  propofée. 

Prenons  l’exemple  de  l’art.  101  du  même 
chap.  oii  il  s’agit  de  réfoudre  une  équation 
de  cette  forme,  , ou  bien 

On  aura  donc  p—\/ > 
& négligeant  le  terme  conlfant  i ,p=.q\^ 6 ; 
donc  -=  \/ (5  > 2 < 3 J prenons  la  limite 
en  moins  & faifons  i^—x,  & enfuite  p 
:=ziq-\-r ; fubftituant  donc  cette  valeur, 
on  aura  — zq'-\- /^qr-\-r^=zi  y donc  q 

= ' — , ou  bien , en  rejet- 


tant  le  terme  confiant 


^ = — - 


d’où  ^ > 2 < 3 } prenons  de  nou- 

veau la  limite  en  moins  ^ & faifons  q—xr 
la  derniere  équation  deviendra  r' 
r— 4// — 2/*=!  , où  l’on  voit  d’abord 
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qu’on  peut  fuppofer  f—o  & /-rri } ainf? 
on  aura  ^=2,,  p=^. 

Maintenant  reprenons  la  première  trans- 
formée — , où  nous 

avons  vu  que ^>2&<3,&au  lieu  de 
prendre  la  limite  en  moins  ^ prenons-la  en 
plus  ^ c’eft-à-dire,  fuppofons  3 
ou  bien , puifque  / doit  être  alors  une  quan- 
tité négative,  <j='^r — f,  on  aura  la  trans- 
formée fuivante  , — — 2/*=!, 

laquelle  donnera  r=  ^ 

donc  négligeant  le  terme  confiant  J , /■ 

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus  , 
& faifons  r==if—t , on  aura  — 6/*+ 1 

— <rz=zï  ; donc  f= *—^—7 » 

6 

donc,  rejetant  le  terme  — 6,/=^^^^, 

Qu’on  continue  à prendre  les  limites  en 
plus  & qu’on  faffe  f=2t — u,  il  viendra 

— 5 1 2tu—6u'=  I j donc  t = • 


Additions,  6^f 
donc  ^=— J— > I <2.  Faifons  donc  de 
même  t=iu — at,  on  aura  — xu  -\-iux 
— 5x*=:ij  donc  &c. 

Continuant  de  cette  maniéré  à prendre 
toujours  les  limites  en  plus , on  ne  trouvera 
jamais  de  transformée  où  le  coefficient  du 
premier 'terme  foit  égal  à l’unité,  comme 
il  le  faut , pour  qu’on  puiffe  trouver  une 
folution  de  la  propofée. 

La  même  chofe  arrivera  néceflairement 
toutes  les  fois  qu’on  prendra  la  première 
limite  en  moins  , & les  fui  vantes  toutes  en 
plus  i je  pourrois  en  donner  la  raifon  à ♦ 
priori  ; mais  comme  le  Lefteur  peut  la 
trouver  aifément  par  les  principes  de  notre 
théorie,  je  ne  m’y  arrêterai  pas.  Quant  à 
préfent  il  me  fuffit  d’avoij  montré  la  né- 
ceffité  de  traiter  ces  fortes  de  problèmes 
d’une  maniéré  plus  rigoureufe  & plus  pro- 
fonde qu’on  ne  l’avoit  encore  fait. 
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PARAGRAPHE  IX. 


De  la  maniéré  de  tràuver  des  Fondions  algé- 
briques de  tous  les  degrés , qui  étant  mul- 
tipliées enfemble  produifent  toujours  des 


fondions  femb labiés. 


Addition  pour  les  Chapitres  XI  & XII. 

88.  J E crois  avoir  eu  en  même  temps  que 
M.  Euler  l’idée  de  faire  fervir  les  faêfeurs 
irrationnels  & même  imaginaires  des  for- 
mules du  fécond  degré  , à trouver  les  con- 
ditions qui  rendent  ces  formules  égales  à 
des  carrés  ou  à des  puiflances  quelconques; 
j’ai  lu  fur  ce  fujet  à l’Académie  en  1768  , 
un  Mémoire  qui  «’a  pas  été  imprimé , mais 
dont  j’ai  donné  un  précis  à la  fin  de  mes 
recherches  fur  les  Problèmes  indéterminés  , 
qui  fe  trouvent  dans  le  volume  pour  l’année 
1 767 , lequel  a paru  en  1 769 , avant  même 
la  traduction  Allemande  de  l’Algebre  de 
M.  Euler. 

J’ai  fait  voir  dans  l’endroit  que  je  viens 
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de  citer  , comment  on  peut  étendre  la 
même  méthode  à des  formules  de  degrés 
plus  élevés  que  le  fécond;  & j’ai  par  ce 
moyen  donné  la  folution  de  quelques  équa- 
tions dont  il  auroit  peut-être  été  fort  dif- 
ficile devenir  à bout  par  d’autres  voies.  Je 
vais  maintenant  généralifer  encore  davan- 
tage cette  méthode , qui  me  paroît  mériter 
particuliérement  l’attention  des  Géomètres 
par  fa  nouveauté  & par  fa  fingularité. 

89.  Soient  « & ^ les  deux  racines  de 
l’équation  du  fécond  degré 
— aJ-\-b—Oj 

& confidérons  le  produit  de  ces  deux  fac- 
teurs 

qui  fera  nécelTairement  réel;  ce  produit 
fera  or  on  a 

=a,  & par  la  nature  de  l’équa- 

tion /* — af-\-b=o-,  donc  on  aura  cette 
formule  du  fécond  degré 

x'-^axy-\-by\ 

laquelle  efi:  compofée  des  deux  faêleurs 

% 


Digilized  by  Google 


638  Additions. 

Maintenant  il  eft  vifible  que  fi  l’on  aune 
formule  femblable 

x^-\-ax'y-\-by% 

qu’on  veuille  les  multiplier  l’une  par  l’au- 
tre, il  fuffira  de  multiplier  enffpible  les 
deux  fafteurs  jc  + «y , a:'  + & les  deux 

x-v^y  y x'  +^y' , enfuite  les  deux  produits  * 
l’un  par  l’autre.  Or  le  produit  de  x^-^y 
par  x'  + »y'  eft  ^x'  + « (xy'+yx')  + ayy'i 
mais  puifque  " eft  une  des  racines  de  l’équa- 
tion/*— af-\-ù—o  , on  aura  <*■  — aa.-\-b 
=Oi  donc  «■=a<=t — b,  donc  fubftituant 
cette  valeur  de  dans  la  formule  précé- 
dente, elle  deviendra  xx' — byy' -y*(^xy 
’-\-yx'-\-‘ayy')i  de  forte  qu’en  faifant, 
pour  plus  de  fimplicité  , 

Xz=:xx'~byyy 
r=xy'-{-yx'-yayy' , ' 

le  produit  des  deux  faéfeurs  x+oy,  y 

fera  ik  par  conféquent  de  la  même 

forme  que  chacun  d’eux.  On  trouvera  de 
même  que  le  produit  des  deux  autres  fac- 
teurs, x-\-^y  x'y-0y'  y fera  X-\-/iXj: 

« 
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de  forte  que  le  produit  total  fera  (X-\-*Y) 
favoir 

^^+axr+hr\ 

C’eft  le  produit  des  deux  formules  fem- 
blables , 

I 1 

x'-\-axy-\-by'  ^ & x'^'^ax'y'  -^by'. 

Si  on  vouloir  avoir  le  produit  de  ces  trois 
formules  femblables 

x'J^axy^bf, 

1 11  I 

x^-{-axy  -\-by% 

It  itii  II 

x'-^-axy'-^-by^ 

il  n’y  auroit  qu’à  trouver  celui  de  la  for- 

it 

mule  X'-\-aXY-\-bY'  par  la  derniere  jf* 

it  11  II 

,i^axy-\-by\  & il  eft  vifible , par  les  for- 
mules ci-deffus , qu’en  faifant 
X=Xx"—bYfy 
Y'—Xy"-\-Yx"-\-aYy"j 
le  produit  cherché  feroit 

X^-\-aXŸ+bŸ\ 

On  pourra  trouver  de  même  le  produit 
de  quatre  ou  d’un  plus  grand  nombre  de 
formules  femblables  à celle-ci. 
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x"+o.xy-\~by\ 

& ces  produits  feront  toujours  auffi  de  la 
même  forme.  • 

I I , 

90.  Si  on  fait  x=x  & y—y , on  aura 
X—x^  — by\  r=2xy-\-ay\ 

& par  conféquent 

■ ( axy  by*  = J%T*  aXY-^  bY*. 

Donc  J fi  l’on  veut  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X & K,  telles  que  la  for- 
mule X'"-\-aXY-\-bY''  devienne  un  carré  , 
il  n’y  aura  qu’à  donner  à X & à X les  va- 
leurs précédentes , & l’on  aura  pour  la  ra-’ 
cine  du  carré  la  formule  x'"-\-axy  r^by''  y. 
x &L  y étant  deux  indéterminées. 

Si  on  fait  de  plus  x"=x'=:zx  Sc  y"— y' 
=y,  on  aura  X'==:Xx—bYy,  Y‘=Xy 
•^Yx-\-aYy y c’eft-à-dire  en  fubftituant 
les  valeurs  précédentes  de  X &;  JT, 
X'=.x'^  — '},f>xy''-\-aby'^ , 

Y'  = yxy^yaxy^-}-ia^—b)y^  s 
donc 

i^x''-\-axy'-^byy=.X^-^aXY-^bŸ'‘, 

Ainfi , fi  l’on  propofoit  de  trouver  des* 

valeurs 
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valeurs  i%tionnelles  de  X'  & , telles  que 

la  formule  JT''  devînt  un 

I r 

cube , il  n’y  auroit  qu’à  donner  à X & K 
les  valeurs  précédentes,  moyennant  quoi 
on  auroit  un  cube  dont  la  racine  feroit  x* 
'■\-a.xy-\-hy^ , jc  & y étant  deux  indéter- 
minées. 

On  pourroit  réfoudre  d’une  maniéré  fem- 
blable  les  queftions  où  il  s’a^iroit  de  pro- 
duire des  puiffances  quatrièmes,  cinquiè- 
mes &c.  mais  on  peut  auffi  trouver  immé- 
diatement des  formules  générales  pour  une 
puiffance  quelconque  fans  paffer  par 
les  puifl'ances  inférieures. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X & X,  telles  que  la  for- 
mule X^-j-flXX-|-3X’  devienne  une  puif- 
fance  m,  c’eft-à-dire  qu’il  s’agiffe  de  ré- 
foudre l’équation 

X^-faXX-f^r^=Z-. 

Comme  la  quantité  X'-\-aXY-\~bY''  eft 
’ formée  du  produit  des  deux  faéfeurs  X+«X 
& X-f-^X,  il  faudra,  pour  que  cette  quan- 
Tome  II,  *S  s 


641  Additions: 
tiré  devienne  une  puiflance  du  c^gré  m, 
que  chacun  de  Tes  deux  faveurs  devienne 
auffi  une  femblable  puiflance. 

Faifons  donc  d’abord 

& développant  cette  puiflance  par  le  théo- 
rème de  Newton , on  aura 

Or , puifque  « efl:  ime  des  racines  de 
1 équation  y — af~^6=:o , on  aura  aiifli 
+ O;  donc  a»* 

— è»=z(à^  — /^)a  — aè  , = 

— & ainfî 
de  fuite.  Ainfi  il  ij’y  aura  qu’à  fubflituer  ces 
valeurs  dans  la  formule  précédente , & elle 
fe  trouvera  par-là  compofée  de  deux  par- 
ties, l’une  toute  rationnelle  qu’on  compa- 
rera à Jf , & 1 autre  toute  multipliée  par 
la  racine  «,  qu’on  comparera  à 

Si  on  fait  pour  plus  de  fimplicité 
A'—i  £' =o 

A"=a  £"=i> 
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A'"=aA"^bA'  — IB' 

A"'=zaA"'—bA"  B"'—aB"^  — bB" 

A''  =:^aA"'~-bA"\  B^  =aB"'—bB'"y 

&c,  &c.  &cT  • 
on  aura 

ct^=.A"‘t  — B" 

— B"^ 

<t^—A'^<t^B'\  &c, 

* 

Donc  fubftituant  ces  valeurs,  & com- 
parant, on  aura  ^ 

y 

T—  m x'^-^yA'  -{-  x’^-^y' ' A' ‘ 

(m-2)  ^ - 

Or,  comme  la  racine  <*  n’entre  point 
dans  les  expreflions  de  X & 1^,  il  eft  clair 
qu’ayant  JT— “J')'” , on  aura  * 

aufli  X-\-I^Y=ix-]-fiyy  i donc  multi- 
pliant ces  deux  équations  Tune  par  l’autre 
on  aura  # 

X'-\aXY-^bY^  = {^x^^axy-\-bfr, 

& par  conféquent 
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Z — x'^-^-axy-^by^,  . 

Ainfi  le  problème  eft  réfolu. 

Si  a étoit  =o,  les  formules  précédentes 
deviendroient  beaufoup  plus  (impies  j car 
on  auroit  A'=i,  A”=o,  A'"=. — b.  A"' 
= 0,  A"—b\  y^'''  = o,  A^''=—b^  &c. 
&•  de  même  B'=^o , B''=b,  ^”'^=0, 
B"'=  — b\  B^zxzoy  B'''=b^’&c,  ' 


donc 


y — V»» ”('”-0  1 4_ 

2 J I 2.3,4 


X' 


»-4 


’r- 

I CT(OT-l)(m-i)(w-3)(m-4) 

I 2*3  • 4 • 5 


& ces  valeurs  fatjsferont  à l’équation 

AT*+^Z"  = (A:*+^y)’". 

I 

91.  Paffons  maintenant  aux  formules  de 
trois  dimenfions  j pour  cela  nous  défigne- 
rons  par  « 5 /3 , 4es  trois  racines  de  l’équa- 
tion du  troifieme  degré, 

c=o, 

1 

& nous  c«ifidérerons  enfuite  le  produit 
de  ces  trois  faêfeurs,  * 

{x+a.y-\-a^l)  (a+.Sj+^’O  (^+?-.>'+î'’c)  > 
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Jequel  fêta  néceflairement  rationnel,  com- 
me on  va  le  voir.  La  multiplication  faite  , 
on  aura  le  produit  fuivant. 


or  par  la  nature  de  l’équation  on  a 

oL-{- ^ y~  a J uji oLy ^y  z:^  b y otliy—Cÿ 

de  plus  on  trouvera 

«*+^’+7  *=^a+i3+7  )*— î (a^+a>+^?)  = > 

et^0-{-A^y-\-^^a.-\-^^y-\-y^a.-{'y‘fi=Ç^it-\-^-^y')  (x^-^-tty 
) — ’^A^y^ziab—^C  y et^ fi~^-at^y^-^j3~y^—Çcc/S-f-xy 

— * (*~h  ^ -{•  y^etjiy^b^ — lac'y  dfly-{‘0^a.y 

f ocj3  q*  eiy  "p  ^y  ) o(/3'v  — bc  ÿ 

donc  faifant  ces  fubûitutions , le  produit 
dont  ii  s’agit  fera 

Et  cette  formule  aura  la  propriété , que 
fî  on  multiplie  enfemble  autant  de  fern- 
blables  formules  que  l’on  veut , le  produit 
fera  toujours  aufS  une  formule  femblable. 

S s iij 


V 
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En  effet  fuppofons  qu’on  demaiftte  le  pro- 
duit de  cette  formule-là  par  cette  autre-ci,  ' 

* ' Il 

x^-)raxy'  + (a" — xb)  x\'  -f  bx'y\-\-  {ab — 3c)  • 

I 

i il  eft  clair  qu’il  n’y  aura  qu’à  cher- 
cher celui  de  ces  fix  faéfeurs, 

<+*y +«'{', 

^ . qy’Qj^ 

mulûplie  d’abord  P.^r 

+*"{',  on  aura  ce  produit  partiel  xx'-j^» 

T'+?-^'+XK')+*’(jK{‘  + O'*) 

4"““  {{'«-■  or  a étant  une  des  racines  de 

l’équation  p—ap-\-bf~c=o , on  aura 
— — c==o  , par  conféquent  «’=act* 

— b<^-\-c  ; donc  <=a«’ — b) 

«’  — — c)‘i-^ac;  de  forte  qu’en  fubf- 

tituant  ces  valeurs  ; & faifant  pour  abréger 

X=  XX'  —c  4-  ir  ■ ) + , 

Y=zxf-^yx'-~b(y:r^J^^y)-.(ab~c)i^'  , 

Z =-^î'+{^'+:Ky'-f a(  jr+7j‘)+(« -^){{‘ , 
le  produit  dont  il  s’agit  deviendra  de  cettç 
forme 

x+,r-i-,^z. 
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c’eft-à-dire  de  la  même  forme  que  chacun 
des  produifans.  Or  comme  la  racine  « n’en- 
tre point  dans  les  valeurs  de  X,  1^,  Z,  il 
eft  clair  que  ces  quantités  feront  les  mêmes 
en  changeant  ««  en  9>  ou  en  y ; donc  puif- 
que  l’on  a déjà 

on  aura  aufli , en  changeant  « en  i3 , 

& en  changeant'  « en  ? , 

donc  multipliant  ces  trois  é(^ations  enfem- 
ble  on  aura  d’un  côté  le  produit  des  deux 
formules  propofées,  & de  l’autre  la  for- 
mule 

Xl-]-aX^r-\-{a^—tl^)X^Z  ^bXY^  -f  ( ab 
-Y')XYZ-^{b-^—zac)XX--^rcY^^acY^ 
Z-\-bcYZ^-^eZ\ 

qui  fera  donc  égale  au  produit  demandé, 
' & qui  eft  ; comme  l’on  voit , de  la  même 
forme  que  chacune  des  deux  formules  dont 
elle  eft  compofée. 

Si  on  avoit  une  troifieme  formule  telle 
que  celle-ci,  . 

Ss  iv 


/ 
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X ^-j-axy  "-|-(^  — ib)xy'-^bx"y-\-{ab 

' - 3 0^' 'f'i^ '-]r{b^-iac)x'\^-\^cy^-\-acy^ 

& qu’on  vouliit  avoir  le  produit  de  cette 
formule  & des  deux  précédentes  , il  eft 
clair  qu’il  n’y  auroit  qu’à  faire 
X'=Xx"—c(r^"-j-Zy)-^-acZ{" , 
r'=Xj“+rx"-b(r^'‘+zy')-(ab-c)Zi” 
Z'=^5"+Zx"+ry+«(rî"+Zj“) 

& l’on  auroit  pour  1^  produit  cherché 
X ^-^aXX'-}^a^-2b)X-Z'+bX-r^~l-(ab 
-jc)XX'Z'+(b^-iac)X'Z^+cb+aæ 

Z-+^crZ^  + c-Z>. 

92.  Faifons  maintenant 

9 

nous  aurons 
2çy^+dcf , 

Y:=^2xy — i-by:^ — (a3 — c);^’ , 

Z =ix:^+f+iciyi-j^(a^-^b)i^ , 

& ces  valeurs  fatisferont  à l’équation 
X^-\-aX^Y-\-bXY^-\-cY^  -|.(a>-.2^)X*Z 
+ {ab--Y)YYZ-^acY^z\(b^—xac)X 
Z^-\-bcYZ'-^eZ'^—V\ 

/ 

/ 
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649 


en  prenant 

y'=ix'^-\^ax''y-^bxy^-]^cy^-^  (a*  — zb')x'':^ 
+ (a3  — 3c)  xyi  -\-acy^i 
x:(--\-bcyf-\-c\-^i 

donc  fi  l’on  avoit , par  exemple , à réfou- 
dre une  équation  de  cette  forme , 
X^-\-aX^Y-\-bXY^^cY^—r^ , 
a f b , c étant  des  quantités  quelconques 
données,  il  n’y  auroit  qu’à  rendre  Z=o, 
en  faifant 

. O,  - 

*d’où  l’on  tire 

& fubftituant  cette  valeur  de  x dans  les 
expreflions  précédentes  de  X,  JT  & K , 
on  ^aura  des  valeurs  très-générales  de  ces 
quantités , qui  fatisferont  à l’équation  pro- 
pofée.  , 

Cette  folution  mérite  d’être  bien  remar- 
quée à caillé  de  fa  généralité  & de  la  ma- 
niéré dont  nous  y fommes  parvenus , qui  eib 
peut  - être  l’unique  qui  puilTe  y conduire 
facilement. 


\ 
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On  auroit  de  même  la  réfolution  de 
réquation  ' 

—y)  X'  rZ'  + xac)X  Z^-f 

+acŸ^Z'-\-bcY'Z^-\-c-b==:V\ 
en  faifant  dans  les  formules  ci-deffus 

1"— {— î, 

& prenant 

x’-j-c7Ar’jy-j-(a' — xb')  -j-  bxy"^-i^  ( ab 

■ —3  0 jrf  + cy^  + acy\ 

' +écjf-fcY-^ 

Et  on  pourrpit  réfpudre  au/îi  fucceffive- 
ment  les  cas  où",  au  lieu  de  la  troifieme 
puiffance  , on  auroit  , Y'  &c.  mais 
nous  allons  traiter  ces  queftions  d’une  ma- 
niéré tout- à -fait  générale,  comme  nous 
l’avons  fait  dans  l’art.  90  ci-deflus. 

93.  Soit  donc  propofé  de  réfoudre  une 
équation  de  cette  forme , * 

X^~\-aX'-Y-\-  {.t—xb)  X^Z+bXY^-iriab 
-y-)XYZ-<r{b^-xac)  XZ^-^cY^+aæZ 
■^bcYZ^-\-cZ>=.V'^. 

Puifque  la  quantité  qui  forme  le  premier 
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membre  de  cette  équatioign’eft  autre  chofe 
que  le  produit  de  ees  trois  fafreurs, 
(X-h»r+«^Z)(X+,sr+^^Z)(X+7y+"/Z), 
il  eft  clair  que  pour  rendre  cette  quantité 
égale  à une  puiflance  du  degré  /tz  , il  ne 
faudra  que  rendre  chacun  de  fes  faéieurs 
en  particulier  égal  à une  pareille  puiflance. 

Soit  donc 

X-|-  « Z-}-  Z = ( AT  -}-  aj/  a"  , 

on  commencera  par  développer  la  puif-  . 
fance  m de  par  le  théorème 

de  Newton , ce  qui  donnera 

OU  bien , .en  formant  les^  dilTércntes  puif- 
fances  dej-[-«,[,  & ordonnant  enfuite , 
par  rapport  aux  d'menfîons  de 

-j-  «S-c-  ~ 

Mais  comme  dans  cette  formule  on  ne 
voit  pas  aifément  la  loi  des  termes , nous 
fuppoferons  en  général 
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■^OBITIOK  si  ' 

+ p.:,1 

+ y>'',.  + g.,. 

1 on  trouvera 
■P  =x”'^ 

J3i  ,myP 

" ï~  > 

— ^^yP'-\-lm:(P 

XX  •’ 

jD..._  (m~~x)yP‘  ■ -j-  ( 2 J ^ ^ jD, 

3 j:  > 

/)iT — ‘i)yP'"~\-Çxm — i)^P”  ^ 

c eft  ce  qui  fe  démontre  facilement  par  le 
calcul  différentiel. 

Maintenant  on  aura , à caufe  que  « eft 

une  des  racines  de  l’équation  y’ — apJ^bf 

— c=o,  on  aura,  dis-je,  — 

■ — C = 0;  d’où 

< ’ 

.ba.-\^Ci  donc 

-{-cy—(a’i—i’—acyyça'~i)c  , 

& ainfi  de  fuite. 

De  forte  que  fi  on  fait  pour  plus  de  fim- 
plicité 
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A'  —O 
A"  = i 
A"'=a> 

A'^= aA"*^  èA"-^  cA' 

A''  =zaA'^—bA'^^\-cA' 

A'=aA''  — bA"'^cA"^ , &c, 

B'  —I 
* B"=o 
B'"=b 

B"'  = aB'"—‘bB"  "^cB' 

B'  + 

Ê"—aB^  — bB''’’-^cB'"  , &c. 

• c-  =0 
C”=o 

C'"=c 

C”  =aO" — bC''’\‘cC 
C =zaC'^-bC"'-\-cC" 

C'z^aO  -bC"'\-cC"'  y &c. 

on  aura  t 

Azz=A'tt^ — B'ttJç^C 

a.^z=A"'»^—B"*-\-C'%  &c, 

m 
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6^4  *Addit  ION  s. 

Subftituant  donc  ces  valeurs  dans  l’ex- 
‘preffion  de  trou- 

vera compofée  de  trois  parties,  l’une  toute 
rationnelle , l’autre  toute  multipliée  par  «, 
& la  troifieme  toute  multipliée  par  ,•  ainli 
il  n’y.aura*qu  à comparer  la  première  à X,  ^ 
la  fécondé  à & la  troifieme  à <*"Z, 
& l’on  aura  par  ce  moyen  • 

X=P-\-P'C'4-P"C"4-P"'0"^P"'C'^ 
Y=r~P'B' — P"  B" — P'^^B'^'—P"'B"'&c, 
Z~P'A'-^P"A'  '-\-P'^^A^"-\-P"'A"’  &c. 
Ces  valeurs  fatisferont  donc  à l’équation 

& comme  la  racine  « n’entre  point  en  par- 
ticulier dans  les  expreffions  de  X,  Y & 
Z,  il  eft  clair  qu’on  pourra  changer  « en 
ou  en  7 i de  forte  qu’on  aura  également 

& 

X-^yY-^-y^'Z  = (x-\-7y-{-y'‘:()'”. 

Or  multipliant  enlèmble  ces  trois  équa- 
tions , il  eft  vifible  que  le  premier  membre 
fera  le  même  que  celui  de  l’équation  pro- 
pofée , & que  le  fécond  fera  égal  à une 
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puiflance  m , dont  la  racine  étant  nommée 
V,  on  aura 

T^=  Jc’  a x^y  — 1 b)  x"‘  b xy^ 

-^(^ab  — y)xy:^-\-{b^  — zac)x:(;-{-cy^ 
+ <^cy\-Yl’cyi^-\-c\\ 

Ain/î  on  aura  les  valeurs  demandées  de 
X y Z Sl  y , lefquelles  renfermeront 
trois  indéterminées  x , y , 

94.  Si  on  vouloir  trouver  des  formules 
de  quatre  dimenfions  qui  euflent  les  mêmes 
propriétés  que  celles  que  nous  venons 
d’examiner,  il  faudroit  confidérer  le  pro- 
duit de  quatre  faêfeurs  de  cette  forme, 

^ + + 

X 0 y 

xJç-^y  ^ 

en  fuppofant  que  /3,  y->  ^ fuflent  les  ra- 
cines d’une  équation  du  quatrième  degré , 
telle  que  celle-ci, 

P— P + ^ P — <^f+  = O } 

on  aura  ainii 


x+yy+ 


6^6  jinDiTioN  s. 

et^y  "4“  otyS'  ~ C y 
a^yS  —d  y 

moyennant  quoi  on  pourra  déterminer  tous 
les  coefficiens  des  différens  termes  du  pro- 
duit dont  il  s’agit , fans  connoître  les  racines  ' 

* 

y , ^ en  particulier.  Mais  comme  il 
faudra  faire  pour  cela  différentes  réduc- 
tions qui  peuvent  ne  pas  fe  préfeiîter  fa- 
cilement, on  pourra  s’y  prendre  , fi  on  le 
juge  plus  commode , de  la  maniéré  que 
voici. 

Qu’on  fuppofe  en  général 

^ +/r +/'{+/ ^ ^ = P »• 

& comme  f eft  déterminé  par  l’équation 
P — cf-\-d~o , 

^ qu’on  chaffe  f de  ces  deux  équations  par 
les  réglés  connues  , & l’équation  réfultante 
de  l’évanouifTement  de  /'étant  ordonnée 
par  rapport  à rinconnue  p , montera  au 
quatrième  degré  ; de  forte  qu’elle  pourra 
fe  mettre  fous  cette  forme, 

P^-^P’+^P^-Qp+/2  = o. 


« 
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Or  cette  équation  en  p ne  monte  au  qua- 
trième degré  que  parce  que  / peut  avoir 
les  quatre  valeurs  & qu’ainfi  p 

peut  .avoir  auili  ce$  quatre  valeurs  cor- 
refpondantes  , 

“f"  { “1”  ^ 

X P t 

X ^ y — j—  ^ — |—  r J 

lefquelles  ne  font  autre  chofe  que  les  fac- 
teurs dont  il  s’agit  d’avoir  le  prc^uit.  Donc, 
puifque  le  dernier  terme  R doit  être  le 
produit  de  toutes  les  quatre  racines,  ou 
valeurs  de  p , il  s’enfuit  que  cette  quantité  R 
ftra  le  produit  demandé. 

Mais  en  voilà  alTez  fur  ce  fujet , que  nous 
pourrons  peut-être  reprendre  dans  une 
autre  occafion. 

Je  terminerai  ici  ces  Additions , que  les 
bornes  que  je  me  fuis  prefcrites  ne  me  per- 
mettent pas  d’étendre  plus  loin  j peut-être 
même  les  trouvera-t-on  déjà  trop  longues  j 
mais  les  objets  que  j’y  ai  traités  étant  d’un 
Tome  II,  T t 


^5^  A D D*  I T I 0 N s, 
genre  affez  nouveau  & peu  connu , j’ai  cru 
devoir  entrer  dans  plutieurs  détails  nécef- 
faites  pour  fe  mettre  bien  au  fait  des  mé- 
thodes que  j’ai  expofées,  & de  leurs  dif- 
férens  ufages.  ' ' 


F I N, 


♦ 
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approbation,  * V 

J’ai  lu  par  ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier  la 
Traduélion  f rançoife  des  Elémens  <CAlgtbrt  de  M.  . • 

EuUr;  les  moindres  ouvrages  des  grands  hommes 
font  toujours  précieux , les  Addititns  que  M.  de 
la  Grange  a faites  à celui-ci  le  rendent  plus  précieux 
encore.  A Paris , le  17  Août  1771. 

MARIE. 


PRIVILEGE  DU  ROI. 

Louis,  par  la  grâce  de  dieu,  Roi  de  France 
ET  DE  Navarre  : A nos  amés  & féaux  Confeillers  , les 
Gens  tenant  nos  Cours  de  Parlement , Maîtres  des  Re- 
quêtes ordinaires  de  notre  Hôtel,  Grand- Confeil,  Prévôt 
de  Paris , Baillis , Sénéchaux , leurs  Lieutenans  Civils  St 
autres  nos  Jufliciers  qu’il  appartiendra:  Salut.  Notre 
amé  le  Sieur  J.  M.  Bruyset,  Libraire  à Lyon,  Nous  a 
fait  expofer  qu’il  défireroit  faire  imprimer  & donner  au 
Public  dts  EUmens  d' Algèbre  par  M.  Euler  , traduits  de 
l’Allemand  & enrichis  de  notes  par  M.  Bernoulli , avec  un 
traite  A’Analyfe  indéterminée  par  M.  de  la  Grange  ; s’il 
Nous  plaifoit  lui  accorder  nos  Lettres  de  Privilège  pour 
ce  nécelTaires.  A ces  causes  , voulant  favorablement  trai- 
ter l’Expofant,  Nous  lui  avons  permis  & permettons  par 
ces  Préfentes , de  faire  imprimer  ledit  Ouvrage  autant  de 
fois  que  bon  lui  feroblera,  & de  le  vendre,  faire  vendre  Sc 
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débiter  par  tout  notre  Royaume  pendant  le  temps  de  ftx 
années  confécutives , à compter  du  jour  de  la  date  des 
Préfentes.  Faisons  défenfes  à tous  Imprimeurs , Librai- 
res , 8c  autres  perfonnes  de  quelque  qualité  & condition 
qu’elles  foient , d’en  introduire  d’imprelEon  étrangère  dans 
aucun  lieu  de  notre  obéiflance  ; comme  aulli  d’imprimer 
ou  faire  imprimer , vendre  , faire  vendre , débiter  ni  con- 
trefaire ledit  Ouvrage , ni  d’en  faire  aucuns  extraits  , fous 
quelque  prétext^que  ce  puiffe  être  , fans  la  permiffion 
exprelTe  & par  écrit  dudit  Expofant  *ou  de  ceux  qui  au- 
ront droit  de  lui , à peine  de  confifcation  des  Exemplaires 
contrefaits , de  trois  mille  livres  d’amende  contre  chacun 
des  Contrevenans  , dont  un  tiers  à Nous  , un  tiers  à 
l’Hôtel-Dieu  de  Paris,  & l’autre  tiers  audit^ Expofant , oa 
à celui  qui  aura  droit  de  lui , & de  tous  dépens , domma- 
ges & intérêts  ; A la. charge  que  ces  Préfentes  feront 
enregiftrées  tout  au  long  fur  le  Regiftre  de  la  Communauté 
des  Imprimeurs  & Libraires  de  Paris  , dans  trois  mois 
de  la ' date  d’icelles  ; que  l’impreflion  dudit  Ouvrage  fera 
faite  dans  notre  Royaume  & non  ailleurs , en  beau  papier 
& beaux  caraéleres  , conformément  aux  Réglemens-  de  la 
Librairie , & notamment  à celui  du  lo  Avril  1725  , à peine 
de  déchéance  du  préfent  Privilège  ; qu’avant  de  l’expofer 
en  vente,  le  Manufcrit  qui  aura  fetrvi  de  copie  à l’im- 
prellîon  dudit  Ouvrage,  fera  remis  dansle  méme  état  oît 
l’Approbation  y aura  été  donnée,  ès  mains  de  notre  très- 
cher  & féal  Chevalier  Chancelier  Garde  des  Sceaux  de 
France  , le  Sieur  de  Maupeou  ; qu’il  en  fera  enfuite 
remis  deux  exemplaire»  dans  notre  Bibliotheque  publique, 
un  dans  celle  de  nôtre  Château  du  Louvre , & un  dans 
celle  dudit  Sieur  de  Maupeou  ; le  tout  à peine  de  nullité 
des  Préfentes  : du  contenu  defquelles  vous  mandons 
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& enjoignons  de  faire  jouir  ledit  Expofant  & fes  ayans 
caufcs , pleinement  & paifiblement , fans  fouffrir  qu’il 
leur  foit  fait  aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons 
que  la  copie  des  Préfentes  , qui  fera  imprimée  tout  au 
long , au  commencement  ou  à la  fin  dudit  Ouvrage , foit 
tenue  pour  dûment  fignifiée , & qu’aux  copies  collation- 
nées par  l’un  de  nos  amés  & féaux  Confeillers- Secrétai- 
res, foi  foit  ajoutée  comme  à l’original.  Commandons 
au  premier  notre  HuifTier  ou  Sergent  fur  ce  requis , de 
faire  pour  l’exécution  d’icelles  tous  Ââes  requis  & nécef- 
faires , fans  demander  autre  permiflion  , & nonobflant 
clameur  de  Haro , Charte  Normande , & Lettres  à ce 
contraires:  Car  tel  efl  notre  plaifir.  Donné  à Paris,  le 
douzième  jour  du  mois  de  Septembre , l’an  de  grâce  mil 
fept  cent  foixante  & onze , & de  notre  Régné  le  cinquan- 
te - feptieme. 

Par  le  Roi  en  son  Conseil. 

Signé  L EBE  GUE. 

Regiflré  fur  U Regiflre  XVIII.  de  la  Chambre  Royale  & 
Syndicale  des  Libraires  & Imprimeurs  de  Paris  , N“.  1638, 
fol.  530,  conformément  au  Réglement  de  1733.  A Paris  y 
ce  «7  Septembre  177/^ 

Signé,  J.  HERISSANT,  Syndic. 
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